Matematika szigorlat G — 2025. januér 8.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szam n. gyokeinek meghatérozasanak médszerét, és adja
meg a —% komplex szam harmadik gyokeit.

Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos p+isin ), ahol r > 0, ¢ € R. Har #

.. + 2k . + 27k
0, akkor pontosan n darab n. gydke van, ezek /7 (cos promr + isin <p>’ ahol k=0,1,...,n— 1.
n
Mivel —i = 1 (cos 2F + isin 2F), ennek harmadik gyokei cos T +isin Z = 4, cos 77“ + isin %T = —@ — 1
és COSHT’T +isinnT’r = @ — %z

. Mondja ki az inverz fliggvény yo pontbeli differencialhatésagara vonatkozé szabalyt.

Megoldds. Ha az f fiiggvény invertalhato, differencidlhaté az f~!(yo) pontban és derivéltja ott nem 0, akkor

f —1 differenciilhaté az 1o pontban, és a derivaltja ott m

. Mondja ki Rolle tételét.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhatd, és tegyiik fel, hogy
f(a) = f(b). Ekkor létezik ¢ € (a,b), amire f'(c) = 0.

. Definidlja a fliggvénysorozatok egyenletes konvergenciajanak fogalmat. Adjon példat olyan fliggvénysoro-

zatra, amely [0, 1] minden pontjdban konvergens, de nem egyenletesen konvergens ezen az intervallumon.

Megoldds. Egy f, fliggvénysorozat a H halmazon egyenletesen konvergens és hatarértéke ott f, ha Ve >
03Ny eNVz € HVn > Ny : |f(x) — fu(x)] < e. Példaul f,(z) = z™.

. Mikor van az Ax = b linedris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megoldasa? Adjon feltételt az

egyitthatomatrix és a kib&vitett matrix rangja segitségével.

Megoldas. Akkor létezik megoldds, ha az egyiitthatomatrix és a kibdvitett matrix rangja megegyezik. A
megoldas akkor egyértelmii, ha ez a kdzos rang megegyezik az ismeretlenek szaméval.

. Definidlja az f : R? — R fiiggvény az (zg,yo) pontbeli folytonossdganak fogalmat.

Megoldds. f folytonos (xg,yo)-ban, ha Ve > 03§ > O0V(x,y) € R? : /(x —20)2+(y—)2 < § =
[f (@, y) — fzo,y0)| <€

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezd skalarpotencidljanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormezd. Ha D konvex és rotv = 0, akkor létezik a D tartomanyon
skalarpotencial.

. Hogyan lehet kiszamitani az r : [a,b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgdrbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |&(¢)| dt.

. Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = Zu(z,y) és Q(z,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: Py = Q,.)

Definiédlja a Lipschitz-folytonossidg fogalmét.

Megoldas. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
z, 2" € Resetén |f(z) — f(2')] < Lz — 2'|.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)
1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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az utolsé lépésben a lim,_.q

Megoldas. A primitiv fiiggvényt parcialis integralassal kereshetjiikk meg:
3 3 1
/(xQ—l)lnxdxz (ZE?) —x) lnm—/ (a; —x) ;dx

3

3
= (gm>lnxx9+x+0.

Az integrandus a 0 koérnyezetében nem korlatos, tehat az integralt improprius integralként értelmezziik:
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Megoldds. Ha |z| < 1, akkor
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A keresett numerikus sor x = % helyettesitéssel adodik:
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. Hol vannak és milyen tipustak az f(z,y) = 2° + 3xy + y? fiiggvény lokalis szélséértékei?

Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

fo(z,y) = 32% + 3y
fo(@,y) = 3z + 2y,

e}

akkor nulla mindkettd, ha x = y = 0 vagy = = %, Yy=—
A Hesse-matrix
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He = [ ] =[5 3

a (0,0) pontban indefinit, tehdt ez nyeregpont, a (%, —%) pontban pozitiv definit, tehat itt lokalis minimum
van.

. Szémitsa ki az r(t) = sinhti 4 coshtj + tk egyenleti gorbe ¢t € [—1,1] paraméterértékeknek megfeleld
darabjanak ivhosszat.

Megoldas. A derivalt abszolatértéke

|F(t)] = |coshti+ sinhtj + k| = Veosh?t +sinh®t + 1 = V2 cosh?t = V2 cosht,

az ivhossz

1 1
I:/ |f(t)|dt:/ V2coshtdt = v/2[sinh#]" | = 2y/2sinh 1.
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. Integralja az u(x,vy,2) = —yi — xj + zk vektormezét az r(u,v) = ui + vj + (u? + v?)k feliilet u? +v% < 1

egyenlétlenség altal kijelélt paramétertartoménynak megfeleld darabjan 2= x 2% iranyitds mellett.

Megoldas. Az iranyitasnak megfelelé normalvektor
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a vektormez6 értéke a felilleten

u(r(u,v)) = —vi —uj + (u* +vHk.



A paramétertartomédny korlap, érdemes polarkoordindtakat haszndlni: u = 7 cosp, v = rsing, a Jacobi-
determinédns r, a paramétertartomany 0 < r <1, 0 < ¢ < 27. Az integral
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7. Oldja meg az y” + 6y’ + 9y = €3¢ differencidlegyenletet y(0) = 0, y'(0) = —1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatds linedris, el6szor a hozza tartozd homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A? + 6\ +9 = (A + 3)?, tehat a —3 kétszeres gyok. A homogén
egyenlet altaldnos megolddsa Ae 3% 4+ Bxe 37,
Az inhomogén tag polinomszor exponencidlis, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megolddsat
kereshetjiik y(z) = Ce3* alakban. A derivaltak

3Ce3
9Ce%”,

y' ()
Yy ()

az egyenletbe behelyettesitve

(9C + 18C 4 90)e3® = &3*

adodik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C' = %. Az inhomogén egyenlet dltalanos megoldasa és derivaltja

1 .
y(z) = %63‘” + Ae 3% 4 Bxe™3®

1
y'(z) = Ee% —3Ae™3" + Be™3" — 3Bxe 3",

a kezdeti feltétel

1
0=y(0)=—=+A
y(0) = g5 +
1
1=¢y(0)=— —3A+ B
y(0) =4 + B,
ebbél A = — és B = —I. A kezdetiérték-probléma megolddsa tehat y(z) = z=€3 — e 3% — Tge=37,



