
Matematika szigorlat G – 2025. január 15.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszámítani két trigonometrikus alakban adott komplex szám szorzatát?
Megoldás. Ha z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) és z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), akkor z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) +
i sin(ϕ1 + ϕ2)).

2. Definiálja egy valós számsorozat határértékének fogalmát.
Megoldás. Az (an) valós számsorozat határértéke az A ∈ R szám, ha ∀ε > 0∃n0 ∈ N∀n ≥ n0 : |an −A| < ε.

3. Mondja ki a Lagrange-féle középértéktételt.
Megoldás. Legyen f : [a, b]→ R folytonos, az (a, b) intervallumon differenciálható. Ekkor létezik c ∈ (a, b),
amire f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a .
4. Mondja ki a pozitív tagú numerikus sorokra vonatkozó minoránskritériumot.

Megoldás. Ha
∑∞
n=0 an =∞ és ∀n ∈ N : an ≤ bn, akkor

∑∞
n=0 bn =∞.

5. Definiálja a valós vektortér fogalmát.
Megoldás. A V halmaz a + : V × V → V és · : R × V → V műveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutatív, asszociatív, létezik rá nézve neutrális elem (0) és inverz (v inverze −v), ∀v ∈ V : 1 · v = v,
∀v ∈ V, α, β ∈ R : α · (β · v) = (αβ) · v, és ∀u, v ∈ V, α, β ∈ R esetén (α + β) · v = α · v + β · v és
α · (u+ v) = α · u+ α · v teljesül.

6. Definiálja az f : Rn → R függvény iránymenti deriváltjának fogalmát.
Megoldás. Ha e ∈ Rn egységvektor, akkor f e irányú deriváltjának az r0 pontban a t 7→ f(r0 + te) függvény
0-beli deriváltját nevezzük.

7. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormező vektorpotenciáljának létezésére a derivált segítségével.
Megoldás. Legyen v : D → R3 vektormező. Ha D konvex (vagy csillagszerű vagy egyszeresen összefüggő)
és div v = 0, akkor létezik a D tartományon vektorpotenciál.

8. Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldás. Legyen S irányított felület, pereme a jobbkéz-szabály szerint irányítva ∂S, és legyen u folytonosan
differenciálható vektormező. Ekkor

∫
∂S

u · dr =
∫∫

S

rot u · dA.

9. Mondja ki a Cauchy–Peano-féle egzisztenciatételt.
Megoldás. Ha D ⊆ R× Rn és f : D → Rn folytonos, akkor az y′ = f(x,y) differenciálegyenletnek bármely
(x0,y0) ∈ D esetén létezik az y(x0) = y0 kezdeti feltételt kielégítő lokális megoldása.

10. Definiálja az f : [0,∞)→ R függvény Laplace-transzformáltját.
Megoldás. (Lf)(z) =

∫∞
0 f(x)e−zx dz, Lf értelmezési tartománya azon z számok halmaza, amelyre ez az

integrál létezik.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = x2 + 15√
x2 + 3

függvény teljes függvényvizsgálatát.

Megoldás. Df = R, páros, nem páratlan, nem periodikus, nincs zérushely. A határértékek

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

|x|
1 + 15

x2√
1 + 3

x2

=∞.

A deriváltak

f ′(x) =
2x
√
x2 + 3− (x2 + 15) 1

2
√
x2+3 · 2x

x2 + 3 = x3 − 9x
(x2 + 3)3/2

f ′′(x) =
(3x2 − 9)(x2 + 3)3/2 − (x3 − 9x) 3

2
√
x2 + 3 · 2x

(x2 + 3)3 = 27 x2 − 1
(x2 + 3)5/2 ,

f ′ zérushelyei 0 és ±3, f ′′ zérushelyei ±1. Az előjelek:
(−∞,−3) −3 (−3,−1) −1 (−1, 0) 0 (0, 1) 1 (1, 3) 3 (3,∞)

f min infl max infl min
f ′ − 0 + + + 0 − − − 0 +
f ′′ + + + 0 − − − 0 + + +

lim
x→∞

f(x)
x

= lim
x→∞

1 + 15
x2√

1 + 3
x2

= 1

lim
x→∞

(f(x)− x) = lim
x→∞

(
x2 + 15√
x2 + 3

− x
)

= lim
x→∞

1√
x2 + 3

(x2 + 15)2 − x2(x2 + 3)
x2 + 15 + x

√
x2 + 3

= 0,

tehát a +∞ irányában létezik ferde aszimptota, egyenlete y = x. Mivel f páros, a −∞ irányban is létezik
ferde aszimptota, egyenlete y = −x. Rf = [f(3),∞) = [4

√
3,∞), grafikon:

−3 −1 1 3

8

(1, 8)

(3, 4
√

3)

2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ 3x2 + 3x+ 10
(x+ 1)(x2 + 4) dx

Megoldás. Az integrandust parciális törtekre bontjuk:

3x2 + 3x+ 10
(x+ 1)(x2 + 4) = A

x+ 1 + Bx+ C

x2 + 4 ,

mindkét oldalt megszorozva a közös nevezővel

3x2 + 3x+ 10 = A(x2 + 4) + (Bx+ C)(x+ 1) = (A+B)x2 + (B + C)x+ (4A+ C),

tehát

3 = A+B

3 = B + C

10 = 4A+ C,



amiből A = C = 2, B = 1 adódik. Az integrál∫ 3x2 + 3x+ 10
(x+ 1)(x2 + 4) dx =

∫ ( 2
x+ 1 + x+ 2

x2 + 4

)
dx

=
∫ ( 2

x+ 1 + 1
2

2x
x2 + 4 +

1
2(

x
2
)2 + 1

)
dx

= 2 ln|x+ 1|+ 1
2 ln(x2 + 4) + arctan x2 + C.

3. Határozza meg a
∞∑
n=0

(n+ 1)23n√
n!

(x− 2)n hatványsor konvergenciatartományát.

Megoldás. A faktoriális miatt az egymást követő tagok hányadosának abszolútértékét vizsgáljuk:∣∣∣∣∣∣∣
(n+2)23n+1√

(n+1)!
(x− 2)n+1

(n+1)23n√
n! (x− 2)n

∣∣∣∣∣∣∣ = 3
(1 + 2

n

1 + 1
n

)2 1√
n+ 1

|x− 2| → 0,

tehát a hányadoskritérium alapján a sor minden x esetén konvergens, a konvergenciatartomány R.

4. Számítsa ki az
∫ 1

0

∫ 1

y

y2
√

1 + x4 dx dy integrált.

Megoldás.
√

1 + x4 integrálja nem elemi függvény, ezért az integrálások sorrendjének felcserélésével próbálko-
zunk. Az integrálási tartomány T =

{
(x, y) ∈ R2

∣∣0 ≤ y ≤ 1, y ≤ x ≤ 1
}

=
{

(x, y) ∈ R2
∣∣0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x

}
,

tehát ∫ 1

0

∫ 1

y

y2
√

1 + x4 dx dy =
∫ 1

0

∫ x

0
y2
√

1 + x4 dy dx

=
∫ 1

0

[
y3

3

]x
y=0

√
1 + x4 dx

=
∫ 1

0

x3

3
√

1 + x4 dx

=
[

1
12

(1 + x4)3/2

3
2

]1

0

= 1
18(2

√
2− 1).

5. Hol van a tömegközéppontja az x2 + y2 + z2 = 1 egyenletű felület x ≥ 0, y ≥ 0, z ≤ 1
2 egyenlőtlenségek

által kijelölt darabjának?
Megoldás. Az egységgömb felületének szokásos paraméterezése r(ϑ, ϕ) = sinϑ cosϕi + sinϑ sinϕj + cosϑk,
a megadott darabnak megfelelő paramétertartomány ϑ ∈ [π3 , π], ϕ ∈ [0, π2 ]. A normálvektor abszolútértéke∣∣∣∣ ∂r

∂ϑ
× ∂r
∂ϕ

∣∣∣∣ = |(cosϑ cosϕi + cosϑ sinϕj− sinϑk)× (− sinϑ sinϕi + sinϑ cosϕj)|

= |sinϑ(sinϑ cosϕi + sinϑ sinϕj + cosϑk)| = |sinϑ|.

A tömegközéppont koordinátái az elsőrendű nyomatékok és a felszín hányadosai. A szükséges integrálok∫ π

π
3

∫ π
2

0
sinϑ dϕdϑ = π

2 [− cosϑ]ππ
3

= 3π
4∫ π

π
3

∫ π
2

0
sin2 ϑ cosϕdϕdϑ =

[
ϑ

2 −
sin 2ϑ

4

]π
π
3

[sinϕ]
π
2
0 = π

3 +
√

3
8∫ π

π
3

∫ π
2

0
sin2 ϑ sinϕdϕdϑ =

[
ϑ

2 −
sin 2ϑ

4

]π
π
3

[− cosϕ]
π
2
0 = π

3 +
√

3
8∫ π

π
3

∫ π
2

0
sinϑ cosϑ dϕdϑ = π

2

[
sin2 ϑ

2

]π
π
3

= −3π
16 ,

tehát a tömegközéppont helye
(

4
9 + 1

2
√

3π ,
4
9 + 1

2
√

3π ,−
1
4

)
.



6. Oldja meg a

2 + 2x+ 2xy + (1 + x2 + 3y2)y′ = 0

differenciálegyenletet y(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.
Megoldás. Az egyenlet P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0 alakú,

∂P (x, y)
∂y

= 2x = ∂Q(x, y)
∂x

,

tehát egzakt.
Egy potenciál

u(x, y) =
∫ x

0
P (ξ, 0) dξ +

∫ y

0
Q(x, η) dη =

∫ x

0
(2 + 2ξ) dξ +

∫ y

0
(1 + x2 + 3η2) dη

= 2x+ x2 + y + x2y + y3.

Az általános megoldás implicit alakban u(x, y(x)) = C, a kezdeti feltétel alapján C = u(0, y(0)) = u(0, 2) =
10.

7. Határozza meg az y′ + 2xy = 2x3 differenciálegyenlet általános megoldását.
Megoldás. Az egyenlet elsőrendű lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétválásztható:

y′

y
= −2x,

mindkét oldalt integrálva ln|y(x)| = −x2 +C, tehát a homogén egyenlet általános megoldása y(x) = Ce−x
2 .

Az inhomogén egyenlet megoldását az állandó variálásának módszere szerint y(x) = c(x)e−x2 alakban
keressük, behelyettesítve

c′(x)e−x
2

= 2x3

adódik, amiből t = x2, dt = 2xdx helyettesítéssel, majd parciálisan integrálva

c(x) =
∫

2x3ex
2

dx =
∫
tet dt = tet −

∫
et dt = tet − et = x2ex

2
− ex

2
+ C.

Az inhomogén egyenlet általános megoldása y(x) = x2 − 1 + Ce−x
2 .


