Matematika szigorlat G — 2025. januar 15.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definidlja egy valds szdmsorozat hatarértékének fogalmat.

Megoldds. Az (ay) valds szamsorozat hatarértéke az A € R szdm, ha Ve > 03ng € NVn > ng : |a, — A| <.

. Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldas. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
. 1( — f(b)—f(a)
amire f'(c) = ==

. Mondja ki a pozitiv tagi numerikus sorokra vonatkozé minordnskritériumot.

Megoldds. Ha > 7" ja, = o0 és Vn € N: a,, < by, akkor Y b, = c0.

n=0"n

. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V xV — V és - : R x V — V miveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, létezik rd nézve neutrdlis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B € R:a- (B -v) = (aff) v, és YVu,v € Vo, € Resetén (a +0)-v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény iranymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyd derivaltjdnak az ro pontban a t — f(rg+te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezo vektorpotencialjanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszer(i vagy egyszeresen osszefiiggd)
és divv = 0, akkor létezik a D tartomanyon vektorpotencial.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S iranyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u folytonosan
differencidlhaté vektormezo. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.
a8 s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(x0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokélis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(z)e=**dz, Lf értelmezési tartomédnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integrél 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

224+ 15
1. Végezze el az f(x) = ———=—= fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
g f()\/mggnggyg
Megoldas. Dy = R, paros, nem pératlan, nem periodikus, nincs zérushely. A hatarértékek
1+ 13
lim f(z)= lim |z|]—2= = cc.

r—+oo r—+oo /1 + x%

A derivaltak

() = 237\/332—#3—(352—&—15)2@23: 23— Og

x%+3 (224 3)32
() = (322 — 9) (22 + 3)%/2 — (2% — 92)3V22 +3 - 22 e z?—1
(22 4 3)3 (z2 4 3)5/%’

f! zérushelyei 0 és £3, f” zérushelyei +1. Az elGjelek:

‘ (_007_3) ‘ -3 ‘ (_37_1) ‘ —1 ‘ (_170) ‘ 0 ‘ (071) ‘ 1 ‘ (1’3) ‘ 3 ‘ (3700)
I \ min J infl r max N infl - min J
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tehat a 4+oo irdnyaban létezik ferde aszimptota, egyenlete y = x. Mivel f paros, a —oo irdanyban is 1étezik
ferde aszimptota, egyenlete y = —z. Ry = [f(3),00) = [4V/3, 00), grafikon:

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
322 + 3z + 10
/@+n@u4)x
Megoldas. Az integrandust parciélis tortekre bontjuk:
3z2 + 3x + 10 A Bx+C

(x+1)(22 +4) z+1+:ﬂ+4’
mindkét oldalt megszorozva a kozos nevezdvel

302 +3r+10=A(2* +4) + (B + O)(x + 1) = (A+ B)2* + (B+ C)z + (44 + C),
tehat

3=A+B

3=B+C
10 =44+ C,



amibdl A = C =2, B =1 addédik. Az integral
/3x2+3x+10 dx—/<2+x+2>dx
(x4 1) (a2 +4) x+1 22+4
IR
r+1 2x%+4 (%) +1

1
=2Infz + 1|+ B In(z* + 4) + arctan% + C.
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3. Hatérozza meg a Z u
n=0 \/I’T

Megoldds. A faktoridlis miatt az egymast kovetd tagok hdnyadosdnak abszolitértékét vizsgaljuk:

(x — 2)™ hatvanysor konvergenciatartomanyat.

2 23n+1
N R 1+2\* 1
' =3 2 x—2| =0,
(n+17);3" (x—2)n <1 + ;) NCES | |

tehat a hanyadoskritérium alapjan a sor minden x esetén konvergens, a konvergenciatartomany R.

1,1
4. Szamitsa ki az / / y*V/1 + x4 dz dy integralt.
0 Jy
Megoldds. /1 + x* integralja nem elemi fiiggvény, ezért az integraldsok sorrendjének felcserélésével prébalko-

zunk. Az integralasi tartomény 7' = {(z,y) € RQ‘O <y<ly<z<1}={(zy)c RQ‘O <z<1,0<y<al,
tehdt

1 1 1
//y2x/1+x4dxdy:/ / y*V1+ 2t dyda
0o Jy o Jo
L7y37°
:/ {} V1+ztde
0 y=0
1.3
:/0 %\/1+x4dx

_ {1(1+x4)3/2]:

3
12 5

1
173(2\/5— 1).

5. Hol van a tomegkozéppontja az x2 + y? + 22 = 1 egyenletii felillet x > 0, y > 0, z < % egyenlotlenségek
altal kijelolt darabjanak?
Megoldds. Az egységgomb feliiletének szokédsos paraméterezése r(d, ¢) = sind cos pi + sin ¥ sin ¢j + cos UKk,
a megadott darabnak megfelel6 paramétertartomany 9 € [Z, 7], ¢ € [0, T]. A normalvektor abszolitértéke

Br or

E 8 = |(cos ¥ cos i + cos I sin pj — sin ¥k) x (— sin ¥ sin i + sin 9 cos pj)|

= |sin ¥(sin ¥ cos i + sin ¥ sin @j + cos Ik)| = [sin .

A tomegkozéppont koordindtai az elsérendli nyomatékok és a felszin hanyadosai. A sziikséges integralok
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tehat a tomegkdzéppont helye (% + 2\/1§Tr, % + 2\/1% , —%).
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6. Oldja meg a
242z +2zy+ (1+22+35%)y =0
differencidlegyenletet y(0) = 2 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(z,y)y’ = 0 alakq,
OP(z,y)

. 9Q(z,y)
oy 2= ox

)

tehat egzakt.
Egy potenciél

@ y @ y
uey) = [ P&+ [ Qumdn= [ @2420de+ [ 1ratvat)ay
0 0 0 0
=2+ 2% +y+ 2%y + 9>
Az altaldnos megoldds implicit alakban u(z, y(z)) = C, a kezdeti feltétel alapjén C' = u(0,y(0)) = u(0,2) =
10.

7. Hatdrozza meg az y' + 2zy = 22 differencidlegyenlet altaldnos megoldésat.

Megoldas. Az egyenlet elsérendli linedris, el6szor a hozzé tartozdé homogén egyenletet oldjuk meg, ami
szétvalaszthato:

/
vo_ —2z,
Y
mindkét oldalt integralva In|y(z)| = —x? + C, tehdt a homogén egyenlet altalanos megoldésa y(x) = Ce2".
Az inhomogén egyenlet megolddsit az allandé varidldsanak modszere szerint y(z) = c(x)e*"ﬁ alakban

keressiik, behelyettesitve
c'(z:)(f””2 = 223

adédik, amibél ¢ = 22, dt = 2z dx helyettesitéssel, majd parcidlisan integrélva
c(z) = /2$3€£2 dx = /tet dt = te' — /et At = te' — et = 22" — " +C.

Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa y(z) = 22 — 1+ Ce".



