Matematika szigorlat G — 2025. januar 22.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?
Megoldds. Ha z1 = ri(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa +isin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2))-

2. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flz) =y

3. Definidlja egy f : [0,1) — R fiiggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljat.
Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b < 1, és 1étezik a limy,_,q fob f(z)dzx
hatarérték, akkor ezt a hatarértéket az f fliggvény 0 és 1 kozotti improprius integraljanak nevezziik.

4. Mit nevezink Leibniz-tipust sornak? Adjon példat feltételesen konvergens Leibniz-sorra.

Megoldds. A Y. | ay sor Leibniz-tipusi, ha a tagok valtakozé el8jeltiek és |a,| monoton csdkkenden nul-
lahoz tart. Példaul 3> | (—1)"1 feltételesen konvergens.

5. Definidlja a vy, Ve, ..., vg vektorok lineéris fiiggetlenségének fogalmat.
Megoldds. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + aavo + - - vy = 0 esetén o = g = -+ =
ap = 0.

6. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(z,y) kétszer differencidlhatéd kétviltozds fiiggvénynek az (xg,yo)
pontban lokalis széls6értéke legyen.

. ’ ’ ‘ fg'c/x(x(),yo) fg///x(x07y0) ‘s
Megoldds. Ha f;(zo,y0) = f,(z0,y0) = 0 és |7/ (z )P > 0, akkor az (x¢, yo) pontban lok4lis
zy\ L0, Yo vy 0, Yo)

szélséérték van.

7. Hogyan lehet kiszamitani az r : [a, b] — R3 differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgdrbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.
a
8. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormezd, egy potencidlja u, és r : [a,b] — R3 térgorbe, akkor v
integralja a gorbe mentén u(r(b)) — u(r(a)).

9. Mondja ki a Picard-Lindel6f-tételt.

Megoldas. Ha D C R x R™ és f : D — R"™ folytonos, a masodik valtozéban Lipschitz-folytonos, akkor
az y' = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (zg,yo) € D esetén létezik az y(zg) = yo kezdeti feltételt
kielégito lokélis megoldésa, és az egyértelmil.

10. Mit neveziink szétvalaszthato valtozoja kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy els6rendii differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozdju, ha y' = f(x)g(y) alaki.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
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mivel az els6 tényezd végtelenhez tart, a masodik tényezd hatdrértéke pedig /e — 1 > 0.
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2. a kiils6 kitevé

az utols6 lépésben felhaszndlva, hogy a szogletes zardjelen beliili kifejezés hatarértéke e
hatarértéke pedig 2.
2. Végezze el az f(x) = 32° — 102> + 152 fiiggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
Megoldds. Dy = R, nem paros, paratlan, nem periodikus, zérushelye 0. A hatdrértékek
10 15
lim f(x)= lim 2° (3 - —+ 4> = +o0.
x x

z—+o0 z—+o0

A derivaltak

f'(x) = 152* — 302% + 15 = 15(x + 1)*(z — 1)?
f"(x) = 602 — 60x = 60x(z — 1)(z + 1),

f! zérushelyei +1, f” zérushelyei 0 és +1. Az el8jelek:
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tehat egyik irdnyban sincs ferde aszimptota. Ry = R, grafikon:
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sor Osszegfiiggvényét.

Megoldds. A hatvanysort a konvergenciatartomany belsejében tagonként derivalhatjuk:
d > x2n+1 > 1
dr £« 2m+ 1 T2

ha |z] < 1. A keresett Osszegfiiggvény ennek primitiv fliggvénye:

1
/ dz = artanhz + C,
1—z2

a hatvanysor konstans tagja 0 = artanh 0 + C', tehat C' = 0 és igy

2n+1

= artanh x.

1/V/2 1—22 s
. Szédmitsa ki az / / z2e® TV dy dz integrélt.
0

Megoldds. Az integralasi tartomany korcikk, polarkoordindtakat érdemes haszndlni: « = r cos ¢, y = rsin ¢,

a Jacobi-determinans 7, a paramétertartomany r € [0,1], ¢ € [F, §].
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az els6 integral t = 72, dt = 2r dr helyettesitéssel, majd parcilis integréldssal
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. Integralja a v(x,y,2) = (22 + 32 + 22)i+ (z — y)?j + (¢ — 2)%k vektormezdt az ABC haromszogvonalon
ebben a sorrendben kériiljarva, ha A = (1,1,0), B = (2,2,0), C = (1, 3,0).



Megoldds. A vektormezoOt zart gorbén integraljuk, hasznalhatjuk a Stokes-tételt.
rotv(z,y,z) = (0—0)i+ (22 — (22 — 22))j + ((2z — 2y) — 2y)k = (4z — 22)j + (22 — 4y)k,
a haromszoglap paraméterezése r(u,v) = (i+j) +u(i+j) +v2j) =1 +w)i+ (1 +u+2v)j,0<u, 0 <,
u + v < 1, a normalvektor
r(u,v) " Or(u,v)
ou Ov

az iranyitds a jobbkéz-szabalynak megfelel6. A rotéacio értéke a feliileten

rot v(r(u,v)) = (=2 — 2u)j + (—2 — 2u — 8v)k,

= (i+]j) x 2j = 2k,

az integral
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. Oldja meg az
4sin?z — Y — ey =0

differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakq,

3P($, y) _e:c-i-y 8@(1‘7 y)

Ay ox '
tehat egzakt. Egy potencial

x Y x Y
w(y) = /0 P(€,0)de + /0 Qla, ) dn = /0 (4sin® € — ¢€) dé + /0 (—e"+n)dn

= [2§ — sin2x — 65]520

=2z —sin2zx + 1 — "1,

+ [fe"”"} 1y7:0 =2z —sin2x —e® + 1 — %Y 4 ¢

az altaldnos megoldés u(z,y(z)) = C, a kezdeti feltétel alapjan C' = u(0,y(0)) = u(0,1) = 1—e. A megoldas
explicit alakban is megadhato:

y(z) = In(2z — sin2z + e) — x.

. Hatdrozza meg az y” + 4y’ + 5y = sin z differencidlegyenlet dltaldnos megolddsat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A\? 4+ 4\ + 5, a gyokék —2 + 4. A homogén egyenlet &ltaldnos
megoldasa Ae™2* cosz + Be ?* sin .

Az inhomogén tag trigonometrikus, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik
y(x) = Ccosz + Dsinz alakban. A derivaltak

y'(z) = —Csinz + Dcosx
y"(z) = —Ccosz — Dsinx,
az egyenletbe behelyettesitve
(4C 4+ 4D)cosx + (—4C' + 4D)sinz = sinz

adédik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha 4C' +4D = 0 és —4C' + 4D = 1. Az egyenletrendszer megoldasa
C= —%, D= %, tehat az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(z) = —% cos T+ é sinz 4 Ae ?* cosx +

Be %% gin .



