Matematika szigorlat G — 2025. januar 24.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szam trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az —1 + i szamot.
Megoldds. A trigonometrikus alak r(cos + isingp), ahol r > 0, ¢ € R. —1 +1i = /2 (—% + %z) =
V2 (cos + ¢sin %’r)

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fuggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx)=y.

. Definiélja egy f fiiggvény xo pontbeli derivaltjat.
Megoldds. lim 280N = F@o) oo iy F0) = (@)
h—0 h T—x0 To— T

. Hogyan irhat6 fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszdmolni az

egyltthatoit?
Megoldds. ag + ZZO=1 (an cos Q’TT":C + b, sin %T":v), ahol

1 T
ag = T/o f(x)dx
2 (T 2mn
= T./o f(x) cos dex
2 (T 2
= T/o f(x)sin%xdx

. Definidlja a Leibniz-tipust sor fogalmét. Adjon példat abszolut konvergens Leibniz-sorra.

Megoldds. >°°

n=no

Yom (=1

an, Leibniz-sor, ha a tagok valtakozé eléjeltiek, |ay| monoton csokken és |a,| — 0. Péld4ul

. Definidlja a valds vektortér fogalmat.

Megoldds. A 'V halmaz a + : V xV — V és - : R x V — V miveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutativ, asszociativ, létezik r4 nézve neutrdlis elem (0) és inverz (v inverze —v), Vo € V : 1-v = v,
Yo e Via,B € R:a- (B -v) = (aff) v, és Vu,v € Vo, € Resetén (a +0) v =a-v+ v és
a-(u+v)=a-u+a-v teljesil.

Ismertesse egy folytonos vektormez6 vonalmenti integraljanak kiszamitasi modjat folytonosan differencial-
haté fiiggvénnyel megadott gérbe mentén.

Megoldds. Ha r : [a,b] — R? folytonosan differencidlhaté és v : R?* — R? folytonos, akkor a v vektormezd
integrilja az r gorbe mentén I = f: v(r(t)) - r(¢) dt.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomény, amelyet a OV zirt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV

. Definialja a Lipschitz-folytonossiag fogalmét.

Megoldds. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
z,x’ € Resetén |f(z) — f(2')| < Lz — /|

Mondja ki a Picard-Lindelof-tételt.

Megoldas. Ha D C R x R™ és f : D — R"™ folytonos, a masodik valtozéban Lipschitz-folytonos, akkor
az y' = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (zg,yo) € D esetén létezik az y(zg) = yo kezdeti feltételt
kielégito lokélis megoldésa, és az egyértelmil.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az aldbbi sorozatok hatarértékét.
1
VnZ+n—+vn2=2n

b _ 2n+3 et
" \2n-3

Megoldas.

ap =

. 1
A an = i e

lim Vn2 4+ n++vn?—2n
= lim
n—oo (n2+mn) — (n? — 2n)

Ji+ti+ -2
3 E]

= lim
n— oo
n+1
lim b, = lim (2”+3)
n— 00 n—oo \ 2n — 3
6 n+1
=1 1
6 on—37 7ns
_ L _ .3
inhA)H;o (1+2n—3> ] =e°,

mivel a szdgletes zardjelen beliili kifejezés e®-hoz tart, a kiils6 kitevé hatarértéke %

2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

1
/ xrarcsin x dx
0
Megoldds. Parcialisan integralunk, majd = = sint, dx = cost dt helyettesitést alkalmazunk:
rarcsinzdr = | — arcsinx - ———dx
0 L 2 Jz=0 0 2 1-— $2
[ 22 1 /’2‘ sin’t 1 td
= |— arcsinw — cos
| 2 daz=0 2 \/1—Sln2t
2 B} 5
= | — arcsinx
ER I A
[ 22 ] / 71— 1—cos2t 2t
= | — arcsinz
2 _ 0

SRNCOR

3. Hatédrozza meg az A métrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl all6 bazis (C felett)?

[ 22 ] {t sin 2t]
= | — arcsinz - —
2 x=0 4 =0

) 7T =3
A=|-3 -5 1
4 4 -4

Megoldas. A karakterisztikus polinom

5—\ 7 -3
det(A—XI)=| -3 —5-2X\ 1
4 4 —4— )\
=23 —4X\% — 4\

=-A\+2)?



tehat a sajatértékek 0 (egyszeres) és —2 (kétszeres).
A )\ = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok meghatdrozéasa:

5 7 -3 1 3 1 sa+3s1 |1 3 1
A—0-T=|-3 -5 12223 5 1|2 |0 4 4 %i?Q{l 3 1}
4 4 -4 4 4 —4 0 -8 -8 0 4 4
tehat a sajatvektorok [2 -1 1}T nullatol kiillénbo6zé tobbszorosei.
A )\ = —2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok meghatarozasa:
7 7 -3 1 1 -1 sz+is1 1 1 -1 1 1 -1
A—(=2I=|-3 -3 1["8” |3 -3 1| ]0 0 —25%”k 0_4}
4 4 =2 4 4 =2 00 2
tehat a sajatvektorok [1 -1 O}T nullatél kiilonb6z6 tobbszorosei.

Mivel a sajatvektorok koziil csak két linedrisan fiiggetlen valaszthaté ki, nem létezik sajatvektorokbdl allo
bazis.
. Hol vannak és milyen tipustiak az f(x,y) = 82° + 3y* — 12zy fiiggvény lokalis szélsGértékei?
Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencialhaté, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendii parcidlis derivaltak eltiinnek.

fala,y) = 242® — 12y

fg;(xay) =—12z + 6y7

akkor nulla mindketté, ha r =y =0vagy x =1, y = 2.
A Hesse-métrix

" (z,y) [V (z y)] {48x —12}
H(l’,y) = e W = )

a (0,0) pontban indefinit, tehdt ez nyeregpont, az (1,2) pontban pozitiv definit, tehdt itt lokdlis minimum
van.

. Mekkora a felszine az 2 + y? = 1 egyenletii feliilet 22 + 22 < 1, y > 0 egyenlStlenség-rendszerrel megadott
darabjanak?

Megoldds. A feliilet egy hengerpaldst darabja, a szokdsos paraméterezés r(¢,z) = cos @i + sin ¢j + zk, a

megadott darabnak megfeleld paramétertartoméanyt a 0 < ¢ < m, —y/1 —cos2¢ < z < y/1 —cos? ¢, a
normalvektor abszolutértéke

or Or . . _
7 X % = |(—sin ¢i 4 cos ¢j) x k| = 1.
A felszin:

dzdé

/ / 1 0052 or ar
\/1—cos2 ¢ 8¢ 8z
= / 24/1 — cos2 ¢pdo

0

=2 sin ¢ d
| simoas
= 2[cos ¢]j = 4.

. Oldja meg a /1 — 22y’ = xy? differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet szétvilaszthato:

/

Yy xT

e )
mindkét oldalt integraljuk:
1 1

B &
W0 v y<a>2d5/o Nz

1

tehat a kezdetiérték-probléma megoldésa y(x)



7. Hatédrozza meg az y” + 2y’ = z differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A% + 2\ = A\(A + 2), tehdt a gyokok 0 és —2 (mindkettd egyszeres).
A homogén egyenlet altalanos megoldisa A + Be 2%,

Az inhomogén tag polinom, kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megolddsat kereshetjiik y(z) =
x(Co + C1x) alakban. A derivéiltak

y'(z) = Co + 201z
y”(gj) =201,

az egyenletbe behelyettesitve
2C1 +2Cy +4C1z =x

. Az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldasa

N

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C; = %, Cy=—
tehdt y(z) = —1z + 12?2 + A+ Be 2.



