
Matematika szigorlat G – 2025. január 24.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Definiálja egy z komplex szám trigonometrikus alakját. Írja fel trigonometrikus alakban az −1 + i számot.

Megoldás. A trigonometrikus alak r(cosϕ + i sinϕ), ahol r ≥ 0, ϕ ∈ R. −1 + i =
√

2
(
− 1√

2 + 1√
2 i
)

=
√

2(cos 3π
4 + i sin 3π

4 ).
2. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldás. Ha f : [a, b] → R folytonos függvény, akkor minden y ∈ [f(a), f(b)]-hez létezik x ∈ [a, b], amire
f(x) = y.

3. Definiálja egy f függvény x0 pontbeli deriváltját.

Megoldás. lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)
h

vagy lim
x→x0

f(x0)− f(x)
x0 − x

4. Hogyan írható fel egy T szerint periodikus f : R→ R függvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszámolni az
együtthatóit?
Megoldás. a0 +

∑∞
n=1

(
an cos 2πn

T x+ bn sin 2πn
T x

)
, ahol

a0 = 1
T

∫ T

0
f(x) dx

an = 2
T

∫ T

0
f(x) cos 2πn

T
x dx

bn = 2
T

∫ T

0
f(x) sin 2πn

T
x dx

5. Definiálja a Leibniz-típusú sor fogalmát. Adjon példát abszolút konvergens Leibniz-sorra.
Megoldás.

∑∞
n=n0

an Leibniz-sor, ha a tagok váltakozó előjelűek, |an| monoton csökken és |an| → 0. Például∑∞
n=1(−1)n 1

n2 .
6. Definiálja a valós vektortér fogalmát.

Megoldás. A V halmaz a + : V × V → V és · : R × V → V műveletekkel vektortér R felett, ha +
kommutatív, asszociatív, létezik rá nézve neutrális elem (0) és inverz (v inverze −v), ∀v ∈ V : 1 · v = v,
∀v ∈ V, α, β ∈ R : α · (β · v) = (αβ) · v, és ∀u, v ∈ V, α, β ∈ R esetén (α + β) · v = α · v + β · v és
α · (u+ v) = α · u+ α · v teljesül.

7. Ismertesse egy folytonos vektormező vonalmenti integráljának kiszámítási módját folytonosan differenciál-
ható függvénnyel megadott görbe mentén.
Megoldás. Ha r : [a, b] → R3 folytonosan differenciálható és v : R3 → R3 folytonos, akkor a v vektormező
integrálja az r görbe mentén I =

∫ b
a

v(r(t)) · ṙ(t) dt.
8. Mondja ki a Gauss–Osztrogradszkij-tételt.

Megoldás. Legyen V korlátos tartomány, amelyet a ∂V zárt, kifelé irányított felület határol, és legyen u (leg-
alább V egy környezetében) folytonosan differenciálható vektormező. Ekkor

∫∫
∂V

u · dA =
∫∫∫

V

div u dV

9. Definiálja a Lipschitz-folytonosság fogalmát.
Megoldás. Egy f : R → R függvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szám, amivel minden
x, x′ ∈ R esetén |f(x)− f(x′)| ≤ L|x− x′|.

10. Mondja ki a Picard–Lindelöf-tételt.
Megoldás. Ha D ⊆ R × Rn és f : D → Rn folytonos, a második változóban Lipschitz-folytonos, akkor
az y′ = f(x,y) differenciálegyenletnek bármely (x0,y0) ∈ D esetén létezik az y(x0) = y0 kezdeti feltételt
kielégítő lokális megoldása, és az egyértelmű.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Számítsa ki az alábbi sorozatok határértékét.

an = 1√
n2 + n−

√
n2 − 2n

bn =
(

2n+ 3
2n− 3

)n+1

Megoldás.

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1√
n2 + n−

√
n2 − 2n

= lim
n→∞

√
n2 + n+

√
n2 − 2n

(n2 + n)− (n2 − 2n)

= lim
n→∞

√
1 + 1

n +
√

1− 2 1
n

3 = 2
3

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

(
2n+ 3
2n− 3

)n+1

= lim
n→∞

(
1 + 6

2n− 3

)n+1

= lim
n→∞

[(
1 + 6

2n− 3

)2n−3
] n+1

2n−3

= e3,

mivel a szögletes zárójelen belüli kifejezés e6-hoz tart, a külső kitevő határértéke 1
2 .

2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ 1

0
x arcsin x dx

Megoldás. Parciálisan integrálunk, majd x = sin t, dx = cos tdt helyettesítést alkalmazunk:∫ 1

0
x arcsin xdx =

[
x2

2 arcsin x
]1

x=0
−
∫ 1

0

x2

2
1√

1− x2
dx

=
[
x2

2 arcsin x
]1

x=0
−
∫ π

2

0

sin2 t

2
1√

1− sin2 t
cos tdt

=
[
x2

2 arcsin x
]1

x=0
−
∫ π

2

0

sin2 t

2 dt

=
[
x2

2 arcsin x
]1

x=0
−
∫ π

2

0

1− cos 2t
4 dt

=
[
x2

2 arcsin x
]1

x=0
−
[
t

4 −
sin 2t

8

]π
2

t=0

= π

4 − 0−
(π

8 − 0
)

= π

8 .

3. Határozza meg az A mátrix sajátértékeit és sajátvektorait. Létezik-e sajátvektorokból álló bázis (C felett)?

A =

 5 7 −3
−3 −5 1
4 4 −4


Megoldás. A karakterisztikus polinom

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣
5− λ 7 −3
−3 −5− λ 1
4 4 −4− λ

∣∣∣∣∣∣
= −λ3 − 4λ2 − 4λ
= −λ(λ+ 2)2



tehát a sajátértékek 0 (egyszeres) és −2 (kétszeres).
A λ = 0 sajátértékhez tartozó sajátvektorok meghatározása:

A− 0 · I =

 5 7 −3
−3 −5 1
4 4 −4

 s1+s3∼

 1 3 1
−3 −5 1
4 4 −4

 s2+3s1
s3−4s1∼

1 3 1
0 4 4
0 −8 −8

 s3+2s2∼
[
1 3 1
0 4 4

]

tehát a sajátvektorok
[
2 −1 1

]T nullától különböző többszörösei.
A λ = −2 sajátértékhez tartozó sajátvektorok meghatározása:

A− (−2)I =

 7 7 −3
−3 −3 1
4 4 −2

 s1+2s2∼

 1 1 −1
−3 −3 1
4 4 −2

 s2+3s1
s4−4s1∼

1 1 −1
0 0 −2
0 0 2

 s3+s2∼
[
1 1 −1
0 0 −2

]

tehát a sajátvektorok
[
1 −1 0

]T nullától különböző többszörösei.
Mivel a sajátvektorok közül csak két lineárisan független választható ki, nem létezik sajátvektorokból álló
bázis.

4. Hol vannak és milyen típusúak az f(x, y) = 8x3 + 3y2 − 12xy függvény lokális szélsőértékei?
Megoldás. A függvény mindenhol folytonosan differenciálható, így lokális szélsőérték ott lehet, ahol az
elsőrendű parciális deriváltak eltűnnek.

f ′x(x, y) = 24x2 − 12y
f ′y(x, y) = −12x+ 6y,

akkor nulla mindkettő, ha x = y = 0 vagy x = 1, y = 2.
A Hesse-mátrix

H(x, y) =
[
f ′′xx(x, y) f ′′xy(x, y)
f ′′yx(x, y) f ′′yy(x, y)

]
=
[

48x −12
−12 6

]
,

a (0, 0) pontban indefinit, tehát ez nyeregpont, az (1, 2) pontban pozitív definit, tehát itt lokális minimum
van.

5. Mekkora a felszíne az x2 + y2 = 1 egyenletű felület x2 + z2 ≤ 1, y ≥ 0 egyenlőtlenség-rendszerrel megadott
darabjának?
Megoldás. A felület egy hengerpalást darabja, a szokásos paraméterezés r(φ, z) = cosφi + sinφj + zk, a
megadott darabnak megfelelő paramétertartományt a 0 ≤ φ ≤ π, −

√
1− cos2 φ ≤ z ≤

√
1− cos2 φ, a

normálvektor abszolútértéke∣∣∣∣ ∂r
∂φ
× ∂r
∂z

∣∣∣∣ = |(− sinφi + cosφj)× k| = 1.

A felszín:

A =
∫ π

0

∫ √1−cos2 φ

−
√

1−cos2 φ

∣∣∣∣ ∂r
∂φ
× ∂r
∂z

∣∣∣∣ dz dφ

=
∫ π

0
2
√

1− cos2 φdφ

= 2
∫ π

0
sinφ dφ

= 2 [cosφ]π0 = 4.

6. Oldja meg a
√

1− x2y′ = xy2 differenciálegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldás. Az egyenlet szétválasztható:

y′

y2 = x√
1− x2

,

mindkét oldalt integráljuk:

1
y(0)︸︷︷︸

1

− 1
y(x) =

∫ x

0

y′(ξ)
y(ξ)2 dξ =

∫ x

0

ξ√
1− ξ2

dξ = −
√

1− x2 − (−1),

tehát a kezdetiérték-probléma megoldása y(x) = 1√
1−x2 .



7. Határozza meg az y′′ + 2y′ = x differenciálegyenlet általános megoldását.
Megoldás. Az egyenlet inhomogén állandó együtthatós lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom λ2 + 2λ = λ(λ+ 2), tehát a gyökök 0 és −2 (mindkettő egyszeres).
A homogén egyenlet általános megoldása A+Be−2x.
Az inhomogén tag polinom, külső rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldását kereshetjük y(x) =
x(C0 + C1x) alakban. A deriváltak

y′(x) = C0 + 2C1x

y′′(x) = 2C1,

az egyenletbe behelyettesítve

2C1 + 2C0 + 4C1x = x

adódik, ez akkor teljesül minden x-re, ha C1 = 1
4 , C0 = − 1

4 . Az inhomogén egyenlet általános megoldása
tehát y(x) = − 1

4x+ 1
4x

2 +A+Be−2x.


