Matematika szigorlat G — 2025. marcius 4.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Definialja a valds szamsorozat fogalmat, és adjon példat szigorian monoton névekvé korlatos szamsorozatra.

Megoldds. Valds szamsorozatnak az N — R fliggvényeket nevezziik (az értelmezési tartomany lehet esetleg

egy véges komplementerti részhalmaz is). Példdul a, = —1.

. Mondja ki a % tipust hatérértékre vonatkozé L’Hospital-szabalyt.

Megoldds. Halimy,_, 4, f(z) = limy_,4, g(x) = 0 és 1étezik lim,_, 4, %, akkor limg_, 4, % = limg_, 4, Fz)

. Irja fel a geometriai (=mértani) szdmsor altalanos alakjat. Mely feltétel teljesiilése mellett lesz a sor kon-

vergens, és mennyi az Osszege?

Megoldds. Y, aq™, pontosan akkor konvegens, ha |g| < 1, ekkor az Gsszege et

. Definidlja a vi,vs,..., vy vektorok linearis fliggetlenségének fogalmét.
Megoldas. A vi,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + aovo + -+ - apvy = 0 esetén o = g = -+ =
ap = 0.

. Irja fel az f(z,y) kétvéltozés filggvény (xo, 1) pontbeli masodrendii Taylor-polinomjat.

Megoldds.

f(@o,90) + fr(zo,y0)(x — x0) + fo (0, y0)(y — yo)+

+ %fé'z(mo,yo)(ﬂf —20)% + f1y (@0, y0) (z — m0)(y — o) + %f;@,(y —y0)*

Adjon elégséges feltételt térbeli vektormez6 skalarpotencialjanak létezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R? vektormezd. Ha D konvex és rotv = 0, akkor létezik a D tartomanyon
skalarpotencial.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legalabb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor u-dr = rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = [, f(z)e™**dz, Lf értelmezési tartoménya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral létezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

3

1. Végezze el az f(x) =« e figgvény teljes fiiggvényvizsgalatét.

Megoldas. Dy = R, nem péros, paratlan, nem periodikus. A hatérértékek

- T 3,7 _
BT = g e =0

A derivaltak
F(z) =322 + 2P (—22) = (322 — 22%)e ™
F(x) = (62 — 82%)e™™ + (32% — 20Y)e ™ (—22) = (62 — 142® + 425)e ™"

f! zérushelyei 0 és i\/g, f" zérushelyei 0, -1 és £1/3. Az elbjelek:
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

o0 1
/0 RS i

Megoldas. Az integrandust parciélis tortekre bontjuk:
1 A Bx+C
(1+z)(1+22) Tr+l + 1422’
mindkét oldalt megszorozva a kozos nevezdvel
1=A0+2*) 4+ (Bz+C)(z+1)=(A+ B)2>+ (B+C)z+ (A+O),

ez akkor teljesiil minden = esetén, ha

0=A+B
0=B+C
1=A+C.

Az egyenletrendszer megoldasa A = %, B= —%, C= % Az integral
1
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3. Hatarozza meg a Z 2n (z — 1)™ hatvanysor konvergenciatartomanyét.
n=0

Megoldds. A konvergenciaintervallum kézéppontja xg = 1. A Cauchy-Hadamard-tétel szerint a konvergen-
ciasugar reciproka

1 y i vn+1 y 22"n+1 5
— = limsu n =limsup2—— = 2,
R n~>cx>p 2n+ 3 n~>oop RV 2n+ 3
3

tehét a hatvdnysor az (1, 2) intervallumban konvergens, a (—oo, 3) U (3, 00) halmazon divergens.

Az x = % pontban a sor

i(—l)"m

o 2n + 3
ami Leibniz tipust, tehat konvergens. Az x = 3 pontban
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divergens a minoranskritérium szerint, mivel n > 1 esetén
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és a E — sor divergens ha a <1
n
n=1

4. Hatarozza meg az egyenletrendszer megoldasainak szaméat az a és b valds paraméterek fiiggvényében.

—x1+ 310 +4r3 =1

4x1 4+ 2x3 =5
—51'1 + 3%2 + 2%3 =b
4o + axs =3

Megoldas. Végezziink Gauss-elimindciot a kibovitett matrixon:

1 3 4 1 3 4 1
4 0 2|5/ 2o 12 18| 9
-5 3 28| ~ 0 —-12 —18|b-5
0 4 a3 0 4 a 3
oiss |1 3 4 1 1 3 4 1
saimtss |0 12 18 9 | ssos | O 12 18 9
“ 1o o o0 |b+4] T 0O 0 a—6| 0
0 0 a—6| 0 0 0 0 |b+4

Ha b # —4, akkor az utolsé egyenlet nem teljesiilhet, tehat ilyenkor nem létezik megoldas. Ha b = —4,
akkor az utolsé matrix 1épcsés alaka, és az egyiitthatématrix és a kibovitett matrix rangja megegyezik, tehat
létezik megoldds. Ha b = —4 és a = 6, akkor a kozos rang 2, ami kisebb az ismeretlenek szaménal, tehét
végtelen sok megoldas létezik. Ha b = —4 és a # 6, akkor viszont a rang 3, ami megegyezik az ismeretlenek
szamaval, tehat ilyenkor pontosan egy megoldas van.

5. Szamitsa ki az r(t) = tcosti + tsintj + t’°k egyenleti gérbe t € [0,10] paraméterértékeknek megfelels
darabjanak ivhosszat.

Megoldds. A derivéalt abszolutértéke

|£(t)| = |(cost—tsint)i4 (sint+tcost)j+2tk| = \/(cost — tsint)? + (sint + tcost)? + 462 = /1 + 52,



Az ivhossz ennek integrélja, t = f sinhu, dt = \/g cosh u du helyettesitéssel

10
I:A ()] dt
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6. Integralja az u(z,y, 2) = x?2i+ 22yj + r22k vektormezét az 2 +y% + 22 = 2 egyenletii gdmbfeliileten kifelé
(az orig6tdl tdvolodd irdnyba mutatd) irdnyitds mellett.
Megoldas. Zart feliileten integralunk egy mindenhol értelmezett vektormezét, alkalmazhazé a Gauss—Osztrogradszkij-
tétel. A vektormezo divergenciaja

divu(z,y, 2) = 22 + 2% + 222 = 2% + 4az.

A feliilet az origd kozéppontt /2 sugart gémb pereme, az integralashoz gémbi koordinatédkat hasznalunk:
r(r,9,) = rsindcos i + rsindsinpj + rcos vk, a Jacobi-determinans r?sin4, a paramétertartomany
r € [0,v2], 9 € [0,7], ¢ € [0,27].

divu(r(r,9, p)) = r*sin® ¥ cos? ¢ + 4r? sin ¥ cos ¥ cos @

Az integral

ffwin ff e
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= / / / (r?sin® ¥ cos? ¢ + 4r? sin ¥ cos ¥ cos p)r? sin ¥ dp v dr

—71'/ / r? sin? ¥r? sin 9 dd dr
0

= 7r sm19(1 — cos?99) dv
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7. Oldja meg a y” + 2y’ + y = z differencidlegyenletet y(0) = 0, ¢’ (0) = 0 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 +2X+1 = (A+1)?2, tehdt a —1 kétszeres gydk (belsd rezonancia).
A homogén egyenlet altalanos megolddsa Ae™* 4+ Bre ™.

Az inhomogén tag polinom, nincs kiilsé rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik
y(x) = Cp + Crx alakban. A derivaltak y'(x) = C; és y”(z) = 0, az egyenletbe behelyettesitve

201+ Cop+Ciz =2

adodik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C; =1 és Cy = —2. Az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa
és derivaltja

ylx) = — 2+ Ae " + Bxe ™™

y' () =1— Ae ™ * + Be™* — Bre™*,
a kezdeti feltételbél

0=y(0)=-2+4
0=19'(0)=1- A+ B,

tehdt A =2 és B =1. A keresett megoldds y(z) =2 — 2+ 2™ + ze™*.



