
Matematika szigorlat G – 2025. március 4.

Elmélet (10× 3 = 30 pont)

1. Hogyan lehet kiszámítani két trigonometrikus alakban adott komplex szám szorzatát?
Megoldás. Ha z1 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) és z2 = r2(cosϕ2 + i sinϕ2), akkor z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) +
i sin(ϕ1 + ϕ2)).

2. Definiálja a valós számsorozat fogalmát, és adjon példát szigorúan monoton növekvő korlátos számsorozatra.
Megoldás. Valós számsorozatnak az N→ R függvényeket nevezzük (az értelmezési tartomány lehet esetleg
egy véges komplementerű részhalmaz is). Például an = − 1

n .
3. Mondja ki a 0

0 típusú határértékre vonatkozó L’Hospital-szabályt.

Megoldás. Ha limx→x0 f(x) = limx→x0 g(x) = 0 és létezik limx→x0
f ′(x)
g′(x) , akkor limx→x0

f(x)
g(x) = limx→x0

f ′(x)
g′(x) .

4. Írja fel a geometriai (=mértani) számsor általános alakját. Mely feltétel teljesülése mellett lesz a sor kon-
vergens, és mennyi az összege?
Megoldás.

∑∞
n=0 aq

n, pontosan akkor konvegens, ha |q| < 1, ekkor az összege a
1−q .

5. Definiálja a v1,v2, . . . ,vk vektorok lineáris függetlenségének fogalmát.
Megoldás. A v1,v2, . . . ,vk lineárisan függetlenek, ha α1v1 + α2v2 + · · ·αkvk = 0 esetén α1 = α2 = · · · =
αk = 0.

6. Írja fel az f(x, y) kétváltozós függvény (x0, y0) pontbeli másodrendű Taylor-polinomját.
Megoldás.

f(x0, y0) + f ′x(x0, y0)(x− x0) + f ′y(x0, y0)(y − y0)+

+ 1
2f
′′
xx(x0, y0)(x − x0)2 + f ′′xy(x0, y0)(x − x0)(y − y0) + 1

2f
′′
yy(y − y0)2

7. Adjon elégséges feltételt térbeli vektormező skalárpotenciáljának létezésére a derivált segítségével.
Megoldás. Legyen v : D → R3 vektormező. Ha D konvex és rot v = 0, akkor létezik a D tartományon
skalárpotenciál.

8. Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldás. Legyen S irányított felület, pereme a jobbkéz-szabály szerint irányítva ∂S, és legyen u (legalább
S egy környezetében) folytonosan differenciálható vektormező. Ekkor

∫
∂S

u · dr =
∫∫

S

rot u · dA.

9. Mondja ki a Cauchy–Peano-féle egzisztenciatételt.
Megoldás. Ha D ⊆ R× Rn és f : D → Rn folytonos, akkor az y′ = f(x,y) differenciálegyenletnek bármely
(x0,y0) ∈ D esetén létezik az y(x0) = y0 kezdeti feltételt kielégítő lokális megoldása.

10. Definiálja az f : [0,∞)→ R függvény Laplace-transzformáltját.
Megoldás. (Lf)(z) =

∫∞
0 f(x)e−zx dz, Lf értelmezési tartománya azon z számok halmaza, amelyre ez az

integrál létezik.



Feladatok (7× 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = x3e−x
2
függvény teljes függvényvizsgálatát.

Megoldás. Df = R, nem páros, páratlan, nem periodikus. A határértékek

lim
x→±∞

f(x) = lim
x→±∞

x3e−x
2

= 0.

A deriváltak

f ′(x) = 3x2e−x
2

+ x3e−x
2
(−2x) = (3x2 − 2x4)e−x

2

f ′′(x) = (6x− 8x3)e−x
2

+ (3x2 − 2x4)e−x
2
(−2x) = (6x− 14x3 + 4x5)e−x

2

f ′ zérushelyei 0 és ±
√

3
2 , f

′′ zérushelyei 0, ± 1√
2 és ±

√
3. Az előjelek:

0 (0, 1√
2 ) 1√

2 ( 1√
2 ,
√

3
2 )

√
3
2 (

√
3
2 ,
√

3)
√

3 (
√

3,∞)
f infl infl max infl
f ′ 0 + + + 0 − − −
f ′′ 0 + 0 − − − 0 +

Láttuk, hogy mindkét irányban vízszintes aszimptota van. Rf = [−
√

27
8 e
−3/2,

√
27
8 e
−3/2], grafikon:

−3 −2 −1 1 2 3

2. Számítsa ki az alábbi integrált.∫ ∞
0

1
(1 + x)(1 + x2) dx

Megoldás. Az integrandust parciális törtekre bontjuk:
1

(1 + x)(1 + x2) = A

x+ 1 + Bx+ C

1 + x2 ,

mindkét oldalt megszorozva a közös nevezővel

1 = A(1 + x2) + (Bx+ C)(x+ 1) = (A+B)x2 + (B + C)x+ (A+ C),

ez akkor teljesül minden x esetén, ha

0 = A+B

0 = B + C

1 = A+ C.

Az egyenletrendszer megoldása A = 1
2 , B = − 1

2 , C = 1
2 . Az integrál∫ ∞

0

1
(1 + x)(1 + x2) dx = lim

ω→∞

∫ ω

0

1
(1 + x)(1 + x2) dx

= lim
ω→∞

∫ ω

0

(
1
2

1
x+ 1 −

1
4

2x
1 + x2 + 1

2
1

1 + x2

)
dx

= lim
ω→∞

[
1
2 ln(x+ 1)− 1

4 ln(1 + x2) + 1
2 arctan x

]ω
0

= lim
ω→∞

(
1
4 ln (ω + 1)2

ω2 + 1 + 1
2 arctanω

)
= π

4 .



3. Határozza meg a
∞∑
n=0

2n
√
n+ 1

2n+ 3 (x− 1)n hatványsor konvergenciatartományát.

Megoldás. A konvergenciaintervallum középpontja x0 = 1. A Cauchy–Hadamard-tétel szerint a konvergen-
ciasugár reciproka

1
R

= lim sup
n→∞

n

√
2n
√
n+ 1

2n+ 3 = lim sup
n→∞

2
2n
√
n+ 1

n
√

2n+ 3
= 2,

tehát a hatványsor az ( 1
2 ,

3
2 ) intervallumban konvergens, a (−∞, 1

2 ) ∪ ( 3
2 ,∞) halmazon divergens.

Az x = 1
2 pontban a sor

∞∑
n=0

(−1)n
√
n+ 1

2n+ 3 ,

ami Leibniz típusú, tehát konvergens. Az x = 3
2 pontban

∞∑
n=0

√
n+ 1

2n+ 3

divergens a minoránskritérium szerint, mivel n ≥ 1 esetén
√
n+ 1

2n+ 3 ≥
√
n

2n+ 3 ≥
√
n

5n = 1
5

1√
n

és a
∞∑
n=1

1
nα

sor divergens ha α ≤ 1

4. Határozza meg az egyenletrendszer megoldásainak számát az a és b valós paraméterek függvényében.

−x1 + 3x2 + 4x3 = 1
4x1 + 2x3 = 5

−5x1 + 3x2 + 2x3 = b

4x2 + ax3 = 3

Megoldás. Végezzünk Gauss-eliminációt a kibővített mátrixon:
−1 3 4 1
4 0 2 5
−5 3 2 b
0 4 a 3

 s2+4s1
s3−5s1∼


−1 3 4 1
0 12 18 9
0 −12 −18 b− 5
0 4 a 3


s3+s2
s4− 1

3 s2∼


−1 3 4 1
0 12 18 9
0 0 0 b+ 4
0 0 a− 6 0

 s3↔s4∼


−1 3 4 1
0 12 18 9
0 0 a− 6 0
0 0 0 b+ 4


Ha b 6= −4, akkor az utolsó egyenlet nem teljesülhet, tehát ilyenkor nem létezik megoldás. Ha b = −4,
akkor az utolsó mátrix lépcsős alakú, és az együtthatómátrix és a kibővített mátrix rangja megegyezik, tehát
létezik megoldás. Ha b = −4 és a = 6, akkor a közös rang 2, ami kisebb az ismeretlenek számánál, tehát
végtelen sok megoldás létezik. Ha b = −4 és a 6= 6, akkor viszont a rang 3, ami megegyezik az ismeretlenek
számával, tehát ilyenkor pontosan egy megoldás van.

5. Számítsa ki az r(t) = t cos ti + t sin tj + t2k egyenletű görbe t ∈ [0, 10] paraméterértékeknek megfelelő
darabjának ívhosszát.
Megoldás. A derivált abszolútértéke

|ṙ(t)| = |(cos t− t sin t)i+(sin t+ t cos t)j+2tk| =
√

(cos t− t sin t)2 + (sin t+ t cos t)2 + 4t2 =
√

1 + 5t2.



Az ívhossz ennek integrálja, t = 1√
5 sinh u, dt = 1√

5 cosh udu helyettesítéssel

I =
∫ 10

0
|ṙ(t)|dt

=
∫ 10

0

√
1 + 5t2 dt

=
∫ arsinh 10

√
5

0

√
1 + sinh2 u

1√
5

cosh udu

= 1√
5

∫ arsinh 10
√

5

0

1 + cosh 2u
2 du

= 1√
5

[
u

2 + sinh 2u
4

]arsinh 10
√

5

u=0
= 1

2
√

5
arsinh 10

√
5 + 1

4
√

5
sinh 2 arsinh 10

√
5.

6. Integrálja az u(x, y, z) = x2zi +x2yj +xz2k vektormezőt az x2 + y2 + z2 = 2 egyenletű gömbfelületen kifelé
(az origótól távolodó irányba mutató) irányítás mellett.
Megoldás. Zárt felületen integrálunk egy mindenhol értelmezett vektormezőt, alkalmazhazó a Gauss–Osztrogradszkij-
tétel. A vektormező divergenciája

div u(x, y, z) = 2xz + x2 + 2xz = x2 + 4xz.

A felület az origó középpontú
√

2 sugarú gömb pereme, az integráláshoz gömbi koordinátákat használunk:
r(r, ϑ, ϕ) = r sinϑ cosϕi + r sinϑ sinϕj + r cosϑk, a Jacobi-determináns r2 sinϑ, a paramétertartomány
r ∈ [0,

√
2], ϑ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π].

div u(r(r, ϑ, ϕ)) = r2 sin2 ϑ cos2 ϕ+ 4r2 sinϑ cosϑ cosϕ

Az integrál∫∫
∂V

u · dA =
∫∫∫

V

div u dV

=
∫ √2

0

∫ π

0

∫ 2π

0
(r2 sin2 ϑ cos2 ϕ+ 4r2 sinϑ cosϑ cosϕ)r2 sinϑ dϕdϑ dr

= π

∫ √2

0

∫ π

0
r2 sin2 ϑr2 sinϑ dϑ dr

= 4
√

2
5 π

∫ π

0
sinϑ(1− cos2 ϑ) dϑ

= 4
√

2
5 π

[
− cosϑ+ cos3 ϑ

3

]π
ϑ=0

= 4
√

2
5 π

((
1− 1

3

)
−
(
−1 + 1

3

))
= 16

√
2

15 π.

7. Oldja meg a y′′ + 2y′ + y = x differenciálegyenletet y(0) = 0, y′(0) = 0 kezdeti feltétel mellett.
Megoldás. Az egyenlet inhomogén állandó együtthatós lineáris, először a hozzá tartozó homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom λ2 +2λ+1 = (λ+1)2, tehát a −1 kétszeres gyök (belső rezonancia).
A homogén egyenlet általános megoldása Ae−x +Bxe−x.
Az inhomogén tag polinom, nincs külső rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megoldását kereshetjük
y(x) = C0 + C1x alakban. A deriváltak y′(x) = C1 és y′′(x) = 0, az egyenletbe behelyettesítve

2C1 + C0 + C1x = x

adódik, ez akkor teljesül minden x-re, ha C1 = 1 és C0 = −2. Az inhomogén egyenlet általános megoldása
és deriváltja

y(x) = x− 2 +Ae−x +Bxe−x

y′(x) = 1−Ae−x +Be−x −Bxe−x,

a kezdeti feltételből

0 = y(0) = −2 +A

0 = y′(0) = 1−A+B,

tehát A = 2 és B = 1. A keresett megoldás y(x) = x− 2 + 2e−x + xe−x.


