Matematika szigorlat G — 2025. junius 5.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szam hanyadosat?

Megoldds. Ha z1 = ri(cos 1 +isin i) és zo = r2(cos pa +isin ¢9), akkor % = %(cos(gpl —2) +isin(pr —
©2)).

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flz) =y

. Definidlja egy f : [0,00) = R fliggvény 0 és co kozotti improprius integriljat.

Megoldas. Ha f Riemann-integralhaté minden [0, b] intervallumon, ahol 0 < b, és 1étezik a limy,_, o fob f(z)dx
hatérérték, akkor ezt a hatarértéket az f fliggvény 0 és oo kozotti improprius integraljanak nevezziik.

. Mondja ki a pozitiv tagii numerikus sorokra vonatkoz6 minoranskritériumot.

Megoldds. Ha Y ° a, = o0 és Vn € N: a, <b,, akkor Y.~ b, = c0.

. Mikor van az Ax = b linedris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megolddsa? Adjon feltételt az

egylitthatomatrix és a kibovitett matrix rangja segitségével.

Megoldds. Akkor létezik megoldas, ha az egylitthatématrix és a kibévitett matrix rangja megegyezik. A
megoldas akkor egyértelmii, ha ez a k6z6s rang megegyezik az ismeretlenek szdamaval.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmat.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivéltjdnak az rg pontban a t — f(ro+te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |t(¢)| dt.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldas. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabaly szerint irdnyitva 9.5, és legyen u (legalabb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezd. Ekkor / u-dr = / / rotu - dA.
as s

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f: D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek bérmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?
Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(x,y) = Zu(z,y) és Q(x,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: Py = Q,.)

oz



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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Megoldds.
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az utolsé lépésben felhasznalva a lim,_,q Sigz = 1 nevezetes hatarértéket.
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mivel az els6 hanyados hatarértéke 0, a masodiké pedig 1.

2. Végezze el az f(x) = z\/1 — 22 fiiggvény teljes fliggvényvizsgdlatat.

Megoldds. Dy = [—1,1], paros, nem paratlan, nem periodikus, zérushelye x = 0 és z = £1. A derivaltak
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Az els6 derivalt zérushelyei x = :l:%, a masodik derivalt zérushelye x = 0. Az elGjelek:
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Nincs aszimptota. Ry = [—%, %}, grafikon:
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3. Hatarozza meg a Z n2z™ sor Hsszegfiiggvényét.
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. Szamitsa ki az / / yZe*””4L dz dy integrélt.

0 Jy
Megoldds. Felcseréljiik az integralas sorrendjét:

T:{(m,y)€R2’0§y§1,y§m§1}
={(z,y) eR0< 2z <1,0<y <z},
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. Integralja az u(z,y, z) = —yzi+ zzj + k vektormezdt az r(t) = costi+ sintj + e’k gorbe t € [0, 1] paramé-
terértékeknek megfelelé darabjan.
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Megoldds. A derivalt ©(t) = —sinti + costj + e'k, a vektormezd értéke a gorbén
u(r(t)) = —e'sinti + e’ costj + k.

A gorbementi integral

/u~dr:/01u(r(t))~1"(t)dt

1
= / (fet sinti + e costj + k) . (f sinti + costj + etk) dt
0

1
= / (et sin?t + e’ cos®t + 62) dt
0



6. Oldja meg a
1—a2y =2y

differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet szétvalasztato:
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mindkét oldalt integraljuk.

/Om y'(§) d¢ = In(y(x)) — In(y(0)) = In(y(x)),
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7. Hatédrozza meg az y" + 3y’ + 2y = e~ * differencidlegyenlet dltaldnos megoldasét.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén dllandé egytitthatés linedris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 + 3\ +2 = (A +1)(A+2), tehat a gyokok —1 és —2. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae™® + Be 2%,
Az inhomogén tag exponencialis, kiils6 rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat kereshetjiik
y(x) = Cxe™™ alakban. A derivéltak

y'(zr) =Ce™™ — Cze™™

y'(z) = —2Ce™® + Cxe 7,

az egyenletbe behelyettesitve
—2Ce™* +Cre ® +3(Ce™™ —Cre ™)+ 2Cze " =Ce " =e "

adddik, ez akkor teljesiil minden z-re, ha C' = 1, tehdt az inhomogén egyenlet dltaldnos megoldésa y(x) =
xe % + Ae ™ 4+ Be 2%,



