Matematika szigorlat G — 2025. janius 12.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Hogyan lehet kiszamitani két trigonometrikus alakban adott komplex szdm szorzatat?

Megoldds. Ha z1 = r1(cospi + isingy) és zo = ra(cosa + isinps), akkor z1zo = rira(cos(v1 + ¢2) +
isin(p1 + p2)).

. Milyen g € R esetén konvergens az a, = aq™ mértani sorozat? Mi a hatarértéke?

Megoldds. A konvergencia feltétele —1 < ¢ < 1. Ha |g| < 1, akkor a hatarérték 0, ha ¢ = 1, akkor pedig a.

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldas. Ha f : [a,b] — R folytonos fuggvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx) =y.

. Hogyan irhaté fel egy T szerint periodikus f : R — R fliggvény Fourier-sora, és hogyan lehet kiszamolni az

egyitthatoit?
Megoldds. ag + Zzo: (an cos 2””96 + b, sin =X 2”" ) ahol

T
ag = %/0 flz)dx

2 (7 2
anzf/o f(x)cos%xdx

2 (T 2
n:?/o f(x)sin%nxdx

tanak kiszamitasi modjat.

e sz

Megoldds. Az a és b vektorok vektoridlis szorzata az az a x b-vel jelolt vektor, amelynek hossza |a||b|sin 7,
ahol v a két vektor altal bezart szog, merdleges az a és b vektorokra, és a,b,a x b ebben a sorrendben
jobbrendszert alkot. Ha a = (ag, ay,a,) és b = (bg, by, b;), akkor a x b = (ayb, — a.by, a by — azbs, azby —
ayby).

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencidlhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (o0, %o))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(xo,v0) + f(w0,Y0)(x — 20) + fy(z0,%0)(y — Yo)-

. Ismertesse egy folytonos vektormez6 feliileti integraljanak kiszamitasanak modjat folytonosan differencial-

haté fiiggvénnyel megadott felillet mentén.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R? paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u
feliileti integralja a feliileten [, ar(,;;”) 81’(81:)1;) u(r(u,v)) dudv médon szamithato, ha w X % irdnya

a feliilet iranyitasanak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

. Mondja ki a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

Megoldds. Legyen V korldtos tartomény, amelyet a 9V zirt, kifelé irdnyitott feliilet hatdrol, és legyen u (leg-
alabb V egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor / / u-dA = / / / divadV
ov

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(z0,¥0) € D esetén létezik az y(xo) = yo kezdeti feltételt kielégité lokdlis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(x,y) + Q(m y)y' =0 alakﬁ differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik v : D — R,
amire P(z,y) = a u(z,y) és Q(z,y) = g,u(w,y) teljesiil. (Lokélisan ezzel ekvivalens: P, = Q;.)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

-z e
3 fliggvény teljes fiiggvényvizsgalatat.
-

1. Végezze el az f(x) =In 5
Megoldds. Dy = (—o0,—+/6) U (—1,1) U (v/6,0), péros, nem paratlan, nem periodikus, nincs zérushelye.
lim f(z)= lim f(z)=o00
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A derivaltak
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f/(l"):—l_xg +6—a:2 :_(1—332)(6—:52)

10(1 — 22)(6 — 2?) — 102(—2a)(6 — &2) — 102(1 — 2?)(~22)
(1—2%)(6 — %)
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f’ zérushelye x = 0, a masodik derivaltnak nincs zérushelye a Dy halmazon. Az el8jelek:

f / - max A "
f! + + 0 - -
I + - - - +
Lattuk, hogy az z-tengely mindkét irdnyban vizszintes aszimptota. Ry = (—oo, —In6) U (0, 00), grafikon:
| 10 r |
NS &
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2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.

/\/—5+6x—x2dx
Megoldds. x = 2sint + 3, dz = 2 cost dt helyettesitéssel

[Vre = [ Vit @t

2
:/2,/1—(9”;?’) dz
:/4c0s2tdt

= /2(1+cos2t) dt

= 2t + sin 2t

T — r—3
= 2arcsin + sin 2 arcsin +C.



1
3. Hatérozza meg a Zl(fl)"@ sor Osszegét.
n=

Megoldds.
D DL S Y
n=1 n=1 n=0
ha |z| < 1, tehat

Z% /Omligdg: (1= &)]F = —In(1—2).

A keresett numerikus sor z = —3 helyettesmessel adodik:

Stk = (1 (1)) -2

. Az a,b € R paraméterek mely értékeinél létezik nemtrividlis megoldésa az

ar1 +To+x3+x14 =0
T+ are+x3+ 24 =0
T+ t+axr3+x4 =0
1+ 22+ 23 +bry =0

homogén linearis egyenletrendszernek?

Megoldds. Az egyenletek és az ismeretlenek sziama megegyezik, tehat akkor 1étezik nemtrividlis megoldds,
ha az egyiitthatématrix determinansa 0.

a 1 1 1|si—asa |0 1—a 1—a 1—ab 1—a 1—a 1—ab
1 a1 1| 5%=510 a=1 0 1-b| 1 0 1-b
11 a1 — 0 0 a=1 1-b|" ao 11
1110 11 1 b ¢
1 -1 1-ab 1 -1 1-—ab
~(@=1?2[1 0 1-b|"F" ~(a-1)?|0 -1 2-b—ab
0 1 1-b 0 1 L=b
— -1} 2 = - a2 -,

A miésodik 1épésben az els6é oszlop szerint fejtettiik ki, a méasodik 1épésben az els6 két oszlopbdl a — 1
emelhetd ki, a negyedik 1épés az elsé oszlop szerinti kifejtés. Tehat pontosan akkor létezik nemtrividlis
megoldas, ha a = 1 vagy (a + 2)b = 3 teljesiil.

. Szdmitsa ki az r(t) = (cost +tsint)i+ (sint —tcost)j+t>k egyenletii gérbe ¢ € [0, 10] paraméterértékeknek
megfelel6 darabjanak ivhosszat.

Megoldds. A derivéalt abszolutértéke

[t(t)| = (— sint + sint + tcost)i+ (cost — cost + tsint)j + 2tk|
= cost)? + (tsint)? + (2t)2

—F\f

az ivhossz
10 10 2710
/ |i(t)| dt = \/5/ tdt =5 [2} = 50V/5.
0 0 0

. Hatdrozza meg az u(z,y,z) = (x + y)i+ (y + 2)j + (z + x)k vektormez6 integraljat az r(t) = cos(t)i +
cos (t + 2?”) j+cos (t + 4{) k gorbe t € [—m, 7] paraméterértékeknek megfeleld darabjin.



Megoldds. A gorbe paraméterezésének derivaltja r(t) = —sin(¢)i — sin (t + %”)J — sin (t + 4{) k, a vektor-
mez6 értéke a gorbén

u(r(t)) = [cos(t) + cos (t + 2;)] i+ {cos (t + 2;) + cos (t + 4;)] i+ [Cos (t + 4;) + cos(t)] K.

Az integral

/u -dr = /Tr u(r(t)) - r(t)de

—T

oo (12 Y+ o (525 (25 i o4 )
+ [cos <t + 4;) + cos(t)} sin (t + 4;) } dt

Mivel teljes periéduson integralunk, és a harom tag egymastél :I:%7r eltolasokban kiilonbozik, az integraljuk
megegyezik. Emiatt

/u dr = —3 [cos ) sin(t) 4 cos <t + 2;) sin(t)} dt

7 [cos sin(t) + cos(t) cos <2;> sin(t) — sin(t) sin <2;) sin(t)} dt

= 3sin ( > sin? ¢ d¢

= 3* .
5 T
Megjegyzés. A Stokes-tételt is lehet hasznalni: rot u(z,y, z) = i+j+k, a gérbe \/g sugaru kor az x+y+2z =0
sikban, a korlap jobbkéz-szabély szerinti irdnyitdst normélvektora i+ j + k, tehit az integral a teriilet /3-
3v3

szorosa, azaz Y3,
. Hatdrozza meg az y' +y = e~ *+/z differencidlegyenlet dltaldnos megoldasat.

Megoldas. Az egyenlet els6rendli linearis, el6szor a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk meg. Az
egyenlet allandé egytitthatds, a karakterisztikus polinom A + 1, tehat a gyok —1, a homogén egyenlet
altalanos megoldasa Ce™™.

Az inhomogén egyenlet megoldését az allando6 varidldsdnak mddszere szerint y(x) = ¢(x)e™* alakban keres-
siik. Behelyettesitve

d(x)e ™ —c(x)e™™ + c(v)e™ = e "z,

amibél ¢/ (z) = /z. Integrélva c(z) = 223/24C adédik, {gy az 4ltaldnos megoldés y(z) = 22%/%e~+Ce 2.



