Matematika szigorlat G — 2025. janius 19.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.

Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos@+isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

. o+ 27k
p

2k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + isi >, ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Definidlja, hogy mit jelent, hogy az f fiiggvénynek az zo € R pontban a jobboldali hatarértéke —oo.

Megoldds. VK € R3§ > OVx € (xg, 20 +0) : f(z) < K.

. Mondja ki az egyvaltozos fliggvényekre vonatkozé Newton—Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha F folytonos az [a, b] intervallumon, differencidlhaté (a,b)-n, derivaltja ott f és f integralhatd,
akkor fab f(x)dz = F(b) — F(a).

. Mit neveziink abszolit konvergens numerikus sornak? Adjon példat olyan sorra, amely konvergens, de nem

abszolut konvergens.
Megoldds. A Y " an sor abszolit konvergens, ha Y>°  |ay| konvergens. Példdul Y 7 (—1)"+.

n=n, n=ng

. Definidlja a vi,vs,..., vy vektorok linedris fliggetlenségének fogalmaét.
Megoldds. A vi,va,..., v linedrisan fliggetlenek, ha a3 vy + agve + - apvy = 0 esetén ay = g = -+ =
ap = 0.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x,y) kétszer differencidlhatéd kétvaltozds fliggvénynek az (xq,yo)

pontban lokalis széls6értéke legyen.

" "
Megoldds. Ha f!(xq, = f/(zg, =06és 22 (%0,%0)  Fyz(%0, o) > 0, akkor az (xg, ontban lok4lis
) f2(%0,y0) fy( 0,%0) :;/y(xo,yo) f;’y(mo,yo) (T0,%0) P
széls6érték van.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a, b] — R? differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe fvhosszat?

b
Megoldds. / |£(¢)| dt.

. Mondja ki a Stokes-tételt.

Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb

S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.
a8 s

. Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a masodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(z,y) differencidlegyenletnek barmely (z¢,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégito lokélis megoldasa, és az egyértelmii.

Mit neveziink szétvalaszthato valtozoju kozonséges differencidlegyenletnek?

Megoldds. Egy elsérend(i differencidlegyenlet szétvalaszthatd véltozdji, ha y' = f(z)g(y) alaku.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.

_ (@2n+3)"
= n 1)

= Vi~ \fn—va

Megoldas.
lim a, = lim (2n +3)
(g
= lim Zn__ — = ¢?
n— o0 (]_—%TIL)” —1/2
lim b, = lim v/n—1/n—+/n
n—oo n—oo

= lim
. 1 1
= lim =

2. Szamitsa ki az alabbi integralt.

/x sin? z dz

Megoldds. Linearizal6 formula és parcialis integralas alkalmazasaval

1 —cos2x x T x? T
.2
= ————dz= | =dz— | = 2 =— — [ = 2
/xsm rdx /x > dx /2d:c /2cos rdx 1 /2cos rdx

2 gsin2x 1 . z?  wsin2x  cos2x
— [ sin2zdz =

=11 s ¢

r
4 4
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——— flggvény g = 0 kozéppontt Taylor-sorat és annak konvergencia-
@1 )(z+2) ggveny To PP y g

3. Hatédrozza meg az f(z) =
sugarat.
Megoldas. A figgvényt parcialis tortekre bontjuk:
1 A B

C+D@+2) o441 242
a kozos nevezével megszorozva 1 = A(x +2) + B(x + 1) = (A + B)x + (2A + B) akkor teljesiil minden x
esetén, ha

0=A+B

1=2A+ B,

tehdt A =1, B = —1. A Taylor-sor két mértani sor osszegeként all el6:

1
I@) = e D+
1 1

r+1 x4+

2
1 1
1—(-z) 21-(-%)
1
2

>(5)

n:O n=0
> 1 1
— _1 n - - n
;Ok - (a) e
o0
n2n+1_1 n
= ()" e,
n=0

a konvergenciasugér 1.



4. Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit és sajatvektorait. Létezik-e sajatvektorokbdl all6 bazis (C felett)?

0 2 -2
A=16 4 -1
6 6 -3

Megoldas. A karakterisztikus polinom
—-A 2 -2
det(A—X)=|6 4—2) -1
6 6 —-3-A
=-2A4-XN)(-3-N)+2-(-1)-64+(-2)-6-6
—(=A)-(-1)6—-2-6-(-3—-X)—(-2)-(4—X)-6
=A%+ 2%+ 6
—(A=3)A(A+2),
tehat a sajatértékek —2,0,3. Mivel annyi kiillonb6z6 sajatérték van, amennyi a dimenzid, létezik sajatvek-

torokbdl all6 bazis.
A )\ = —2 sajatértékhez tartozé sajatvektorok

(23 (23 :? So—381 |:2 2 —2:|
6 6 —1 00 5
alapjan [1 -1 O] T nullvektortdl kiilonbdzé tbbszorosei.

A X\ = 0 sajatértékhez tartozd sajatvektorok

0 2 -2 0 2 -2
6 4 —1| %3276 4 -1
6 6 —3 0 2 -2

alapjan [71 2 Q]T nullvektortdl kiillénb6z6 t6bbszorosei.
A X\ = 3 sajatértékhez tartozd sajatvektorok

QPR (3 s Sl IR P SV BV
6 1 -1 "B lo 5 5|~ 0 T~
6 6 —6 0 10 —10

S =

alapjan [0 1 1]T nullvektortél kilénb6z6 tobbszorssei.

5. Integralja az u(z,y, z) = yi— xj — 2k vektormez6t a z = 22 +y? egyenletii feliilet 22 +y? < 4 egyenlétlenség
altal meghatdrozott darabjan felfelé (a z-tengely pozitiv fele felé) mutaté irdanyitds mellett.

Megoldds. A feliletdarab egy paraméterezése r(r,¢) = rcos¢i + rsin¢j + 7°k, a paramétertartomany
0<r<2 0<¢<2r. A normélvektor
8[‘ or . . . 2 . 2 . .
3¢> = (cos @i + sin ¢j + 2rk) x (—rsin i + r cos @j) = —2r° cos ¢i — 2r° sin ¢j + rk,

a vektormezd értéke a felilleten

u(r(r,¢)) = rsin ¢i — r cos ¢j — r’k.

Az integral

//Su.dA:AQ/%u(r(r,qs (ar g;) dedr

2
/ / rsin ¢i — 7 cos ¢j — r°k) - (—2r? cos ¢i — 2r® sin ¢j + rk) dp dr
o Jo

27 24
/ / dqbdr = 271'/ (—7“3) dr = —QWZ = —8r.
0

6. Hatarozza meg az v2+y% < 1,0 < z <4— (2 —1)? —y? egyenlStlenség-rendszer altal meghatérozott alakzat
tomegkozéppontjat.



Megoldds. Hasznéljunk hengerkoordinata-rendszert: r(r, ¢, z) = rcos ¢i + rsin ¢j + zk, a paramétertarto-
ményt megadé egyenldtlenségek 0 < r < 1,0 < ¢ < 27,0 < 2 < 4—(rcos p—1)2—r?sin? ¢ = 3—r2+2r cos ¢,
a Jacobi-determinans r. A témegkozéppont koordinatai az elsérendi nyomatékok és a térfogat hanyadosai.
A sziitkséges integralok:

1 27 3—7r242r cos 1) 1 27
/ / / rdzdd)dr:/ / (3 =%+ 2rcos¢)rdodr
o Jo Jo o Jo
! 5
=27T/ (B—rHrdr=—-m
O 2
1,27 p3—r242rcos¢ 1 p2orm
/ / / TCOS(brdqubdr:/ / (3—7‘2+2rcos¢)rcos¢rd¢dr
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! 1
= 27r/ rdr =7
O 2

1 27 37’)“24*27’ cos ¢ 1 27T
/ / / rsingbrdquﬁdr:/ / (3 =72 4 2rcos¢)rsingrdpdr =0

2m 3—r242rcos ¢ 271'
/ / / zrdzd(/bdr—/ / - +2TCOS¢) rd¢dr

_27]'/ 3)——’_2707'(:17"
0 2
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=7r/ 9+7r* —drHrdr = —7.
0 3

A témegkozéppont helye ( ,0, ?g)

. Hatdrozza meg az y" — 3y’ + 2y = 2?2 differencidlegyenlet altaldnos megoldésat.

Megoldas. Az egyenlet inhomogén allandé egyiitthatos linedris, el6szor a hozza tartozdé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 — 3\ + 2 = (A — 1)(\ — 2), tehat a gyckok 1 és 2. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae® + Be?®

Az inhomogén tag polinom, nincs rezonancia, az inhomogén egyenlet egy megolddsat kereshetjik y(z) =
Co + Cix + Cayz? alakban. A derivaltak

Y (z) = Cp +2Cqw
y”(.%‘) =203,

az egyenletbe behelyettesitve
2Cy — 3C1 + 205 + (201 — GCQ)I + 202172 =z
adddik, ez akkor teljestil minden z-re, ha 2Cy —3C1 4+2C5 = 0 = 2C, —6C5, és 2Cy = 1. Az egyenletrendszer

megoldasa Cy = g, C, = %, Cy = %, tehét az inhomogén egyenlet dltaldnos megolddsa y(z) = g + %x +
%1:2 + Ae® 4 Be?®,



