Matematika szigorlat G — 2025. janius 26.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Definidlja egy z komplex szam trigonometrikus alakjat. Irja fel trigonometrikus alakban az —1—+/3i szamot.

Megoldds. A trigonometrikus alak r(cosy + ising), ahol 7 > 0, p € R. —1 — /3i = 2 (—% — @z) =

2(cos 4T + isin 47).

. Mondja ki az inverz fliggvény yo pontbeli differencialhatésagara vonatkozé szabalyt.

Megoldds. Ha az f fiiggvény invertalhaté, differencidlhaté az f~!(yo) pontban és derivéltja ott nem 0, akkor

f —1 differenciilhaté az 1o pontban, és a derivaltja ott m

Mondja ki a Lagrange-féle kozépértéktételt.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhaté. Ekkor 1étezik ¢ € (a,b),
: 1( — f(b)=f(a)

amire f'(c) = 55—

Definidlja a fliggvénysorozatok egyenletes konvergencidjanak fogalmat. Adjon példat olyan fliggvénysoro-
zatra, amely [0, 1] minden pontjdban konvergens, de nem egyenletesen konvergens ezen az intervallumon.
Megoldds. Egy f, figgvénysorozat a H halmazon (ami az értelmezési tartomanyok metszetének részhalma-
za) egyenletesen konvergens és hatérértéke ott f, ha YeINy € NVzVn > Ny : |f(z) — fo(x)] < e. Példdul
fn(z) = 2™

Definiédlja a linearis transzformaciok sajatértékének és sajatvektordnak fogalmat.

Megoldds. Legyen V vektortér a K test felett felett, L : V' — V linedris transzformacié. A v € V vektor az
L lineéris transzformécié A € K sajétértékhez tartozd sajétvektora, ha v £ 0 és L(v) = A - v.

. Definidlja az f : R™ — R fliggvény irdnymenti derivaltjanak fogalmét.

Megoldds. Ha e € R™ egységvektor, akkor f e irdnyt derivaltjdnak az ro pontban a t — f(rg +te) fliggvény
0-beli derivaltjat nevezziik.

. Ismertesse a feliileti integral kiszamitasanak maédjat.

Megoldds. Legyen D C R?, r : D — R3 paraméterezett irdnyitott feliilet, u : R> — R3 vektormezé. Ekkor u
feliileti integrédlja a felileten [, 24a) Ir0v)yy 1y 4)) du dv médon szémithato, ha 220v) 5 Oxluw)

a feliilet irdnyitdsanak megfeleld, és ennek a —1-szerese, ha azzal ellentétes.

irdnya

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormezd, egy potencidlja u, és r : [a,b] — R3 térgérbe, akkor v
integrélja a gorbe mentén u(r(b)) — u(r(a)).

. Definialja a Lipschitz-folytonossag fogalmat.

Megoldas. Egy f : R — R fliggvény Lipschitz-folytonos, ha létezik olyan L > 0 szdm, amivel minden
z,x’ € Resetén |f(x) — f(z')] < Lz — 2'|.

Definidlja az f : [0,00) — R fiiggvény Laplace-transzformaltjat.

Megoldds. (Lf)(z) = fooo f(z)e **dz, Lf értelmezési tartomédnya azon z szdmok halmaza, amelyre ez az
integral 1étezik.



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

.’L‘4

1. Végezze el az f(z) = T3 23 fliggvény teljes fliggvényvizsgalatat.
T

Megoldds. Dy = R\ {—1}, nem péros, nem pératlan, nem periodikus, zérushelye z = 0.

) ) 1 . . z? 1
M fl@) = lip eqm =dee Mm J0) = M0 e T

A derivaltak
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f" zérushelyei 0 és — /4, a masodik derivalt zérushelyei 0 és /2. Az el6jelek:

[ (oo, = 9/@) | ~¥A | (<A1 | 1| (~10) | 0 | 0.93) | V2| (VE.o0)

f s max N X = min / infl r
f! + 0 X - 0 + + +
1" - - - X + + + 0 -
1
lim Lx) = lim =z =1
r—+oo I r—+oo pc +1
i f@)—e= lm - =0,

tehdt az y = x egyenes mindkét irdnyban ferde aszimptota. Ry = (—oo, —45/1] U [0, c0), grafikon:

. Szamitsa ki az alabbi integralt.

1
/ 221 — 22dz
—1



Megoldds. x = sint, dx = cost dt helyettesitést alkalmazunk:
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Megoldds. A konvergenciasugér reciproka

oo
3. Hatarozza meg a Z

n=1

(z + 1)" hatvdnysor konvergenciatartomdnyét.

L_ oy
i

tehat a (—3/2, —1/2) nyilt intervallumon konvergens, de a R\ [-3/2, —1/2] halmazon nem konvergens.
A —3/2 pontban a sor

>

ami a minoranskritérium szerint divergens, mivel % < T és a harmonikus sor divergens.

(—1/2)" Z f

A —1/2 pontban a sor

s f:

ami Leibniz tipusi, tehdt konvergens. A konvergenciatartoméany tehét (—3/2, —1/2].
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4. Hol vannak és milyen tipustiak az f(x,y) = (22 — y)? + (y — 4)? fiiggvény lokélis széls6értékei?

Megoldas. A figgvény mindenhol folytonosan differencidlhatéd, igy lokalis szélséérték ott lehet, ahol az
elsérendi parcialis derivaltak eltiinnek.

fr(z,y) =22 —y) - 2z
folz,y) =2(2® —y) - (—1) +2(y — 4),

akkor 0 mindketts, ha z =0 és y = 2 vagy x = £2 és y = 4.
A Hesse-matrix

1 1

() fiy(zy)] _ [82% +4(z® —y) —4z

H(l‘7 y) = " Y4 = ’

det H(z,y) = 3222 — 16y a (0,2) pontban negativ, tehit ez nyeregpont, a (+2,4) pontokban pozitiv, ezek
lokalis szélséértékhelyek. Mivel a f6atl6 elemei itt pozitivak, mindketto lokalis minimumbhely.

5. Hol van a témegkdzéppontja az 2% + y? + 2% = 1 egyenletfi felillet > 0, y > 0, z > % egyenl6tlenségek
altal kijelolt darabjanak?

Megoldds. A gombfeliilet szokésos paraméterezése r(v, @) = sin ¥ cos pi + sin 9 sin pj + cos 9k, a megadott

darabnak megfeleld paramétertartomany 0 <9 < %, 0 < ¢ < 7, a normdlvektor abszolitértéke

or or
99 " Dy

=sind.




A tomegkozéppont koordindtai az elsérendli nyomatékok és a felszin hanyadosai. A szilikséges integralok
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A tomegkozéppont helye tehét (f — 2,5 = 3 Z)

. Hatdrozza meg az (2 + 1)y’ — 2y = 2® differencialegyenlet altaldnos megold4sét.

Megoldds. Az egyenlet elsérendii inhomogén linedris, elészér a hozzd tartozé homogén egyenletet oldjuk
meg, ami szétvilaszthato:

y
y a24+1’
mindkét oldalt integrélva In|y(z)| = 5 In(2z? +1) + C, tehét a homogén egyenlet dltaldnos megoldésa y(x) =

CvVax? + 1.
Az inhomogén egyenlet megolddsit az allandé varidldsénak moédszere szerint y(z) = c¢(z)vz? + 1 alakban
keressiik. Behelyettesitve

—ze(z)Va? +1 = a3,

(22 + 1) (z)V 22 + 1+ (2 + UC(I)?—H

3

C’(Qj) = W

Az integraldshoz x = sinh ¢, dz = cosh ¢ dt helyettesitést alkalmazunk:

23 sinh® ¢
) :/Wdt N / cosh®t oshtdt
inh ¢(cosh? t — 1
_ / sinh ¢(cos ) dt = / (Sinht — (cosh t)_2 sinh t) dt

cosh? ¢
1 1 22+ 2
—cosht—i—i 2+ 1+ = +C.
osht V21 VaZ+1

Az altaldnos megoldas tehat

y(x) =2 +2+Cv/ax2 +1.

. Oldja meg az y + (z + e¥)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakd, ahol

OP(r.y) _ | _ 9Qw.y)
oy ox '’

tehat egzakt. Egy potencialfiiggvény
x Yy Yy
uey) = [ P&+ [ Q= [wrendn=ay+er-1.
0 0 0

Az 4ltaldnos megoldds u(z,y(x)) = C, a kezdeti feltétel alapjén C = u(0,y(0)) = u(0,1) = e—1. A
kezdetiérték-probléma megoldésa implicit alakban tehat zy(z) + e¥®) = e.



