Matematika szigorlat G — 2026. januar 14.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Irja le egy trigonometrikus alakban adott komplex szém n. gyokeinek meghatérozasinak modszerét.
Megoldds. A komplex szdmot felirjuk trigonometrikus alakban: r(cos@+isiny), aholr > 0, o € R. Ha r #

21k 21k
0, akkor pontosan n darab n. gycke van, ezek /r (cos Ptk + i sin W), ahol k=0,1,...,n— 1.
n

. Milyen g € R esetén konvergens az a,, = aq™ mértani sorozat? Mi a hatarértéke?

Megoldds. A konvergencia feltétele —1 < ¢ < 1. Ha |g| < 1, akkor a hatarérték 0, ha ¢ = 1, akkor pedig a.

. Mondja ki Rolle tételét.

Megoldds. Legyen f : [a,b] — R folytonos, az (a,b) intervallumon differencidlhatd, és tegyiik fel, hogy
f(a) = f(b). Ekkor létezik ¢ € (a,b), amire f'(c) = 0.

. Definidlja a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjanak fogalmat.

Megoldds. Egy f, fliggvénysor a H halmazon (ami az értelmezési tartoméanyok metszetének részhalmaza)
egyenletesen konvergens és 6sszegfiiggvénye ott s, ha VeINy € NVaVn > Ny : |s(z) — Y1 fe(z)] < e

. Definidlja a vi,va,..., vy vektorok linearis fliggetlenségének fogalmat.
Megoldas. A vy,va,..., vy linedrisan fliggetlenek, ha a1vy + agvo + -+~ apvy = 0 esetén o = g = -+ =
ap = 0.

. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely az f(x,y) differencialhaté fiiggvény grafikonjat az (o, yo, f (2o, Yo))

pontban érinti.

Megoldds. z = f(x0,y0) + fr(%0,y0)(® — x0) + f,,(20,Y0) (¥ — vo)-
Adjon elégséges feltételt térbeli vektormezo vektorpotencialjanak 1étezésére a derivalt segitségével.

Megoldds. Legyen v : D — R3 vektormez6. Ha D konvex (vagy csillagszerli vagy egyszeresen osszefiiggd)
és divv = 0, akkor létezik a D tartomanyon vektorpotencial.

Mondja ki a Stokes-tételt.
Megoldds. Legyen S irdnyitott feliilet, pereme a jobbkéz-szabdly szerint irdnyitva 0.5, és legyen u (legaldbb
S egy kornyezetében) folytonosan differencidlhaté vektormezé. Ekkor u-dr = / / rotu - dA.

as s
Mondja ki a Picard—Lindelof-tételt.

Megoldds. Ha D C R x R™ és f : D — R™ folytonos, a méasodik (vektor) véltozéban Lipschitz-folytonos,
akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely (zo,yo) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti
feltételt kielégité lokalis megoldasa, és az egyértelmii.

Definiédlja a linearis allandé egytitthatés homogén differencidlegyenletek karakterisztikus egyenletét. Hogyan
lehet ennek segitségével meghatarozni az altalanos megoldéast?

Megoldds. Az any™ + an_1y™ Y + -« + a1y + agy = 0 lineéris allandé egyiitthatés homogén differen-
cidlegyenlet karakterisztikus egyenlete az a,A\™ + ap_1 A" "L 4 -+ + a1\ + ag = 0 egyenlet. Ha ennek gyo-
kei Ay, ..., A, multiplicitdsuk rendre mq,...,m,., akkor a differencidlegyenlet megoldasterének egy bazisa
mi—lohz Az gme—loArT
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Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Végezze el az f(x) = 4+ 2/ 1 + 22 fliggvény teljes fliggvényvizsgilatat.

Megoldds. Dy =R, nem péros, nem pératlan, nem periodikus, zérushelye nincs, mivel f(z) > z+2|z| > |z|.
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tehat +oo irdnyban y = 3z, —oo irdnyban y = —x ferde aszimptota. Ry = [V/3,00), grafikon:

2. Szamitsa ki az aldbbi integralt.
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Megoldds. A primitiv fliggvény
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. Hatarozza meg a Z 22n\/n? + 1(z — 1)™ hatvanysor konvergenciatartomanyéat.
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Megoldds. Az egyiitthatok sorozata a,, = 22"v/n2? + 1 (n € N), a konvergenciasugar
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alapjan R = i. A konvergenciaintervallum 1 — i végpontjaban a sor
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ami szintén divergens. A konvergenciatartoméany tehat (%, %)

. Az a paraméter értékétél fliggden hany megolddsa van a

—3x1 4+ 312 — 223 =3
I —2:62 —2$3 =-1
—x1 — 30 —T3=a

T+ are — 2x3 = —1

linearis egyenletrendszernek?

Megoldas. A kibdOvitett méatrixot sormiiveletekkel egyszeriibb alakra hozzuk:
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Ebbdl az alakbdl mar leolvashatjuk, hogy az egyiitthatématrix rangja a értékétdl fiiggetlentil 3. A sor-
miiveletek utdan a 4 x 4 méretii kibévitett matrix determindnsa az els6é oszlop majd az utolsé sor szerinti
kifejtéssel
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gyokei 1 és —2. Ha a = 1 vagy a = —2, akkor az egytitthatématrix rangja, a kib&vitett matrix rangja és az

ismeretlenek szdma egyarant 3, tehét pontosan egy megoldas 1étezik. Ha viszont a € R\ {—2,1}, akkor a
kibévitett matrix rangja nagyobb mint az egyiitthatématrix rangja, igy az egyenletrendszernek nem létezik
megoldasa.

. Hatdrozza meg a 0 < z <1 — 22 + y2, x > 0 egyenlStlenség-rendszer altal meghatdrozott alakzat témegko-
zéppontjat.

Megoldds. Hengerkoordindtdkat haszndlunk: r(r,¢,z) = rcos¢i + rsingj + zk, a paramétertartomany
0<r<1,0<2<1—72 —5 < ¢ < 7, a Jacobi-determindns r. A sziikséges integralok
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a témegkozéppont helye (11,0, 1).
. Oldja meg az /1 + 22y’ = (1 + z) cos® y differencidlegyenletet y(0) = —7 kezdeti feltétel mellett.

Megoldas. Az egyenlet szétvalaszthato:
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mindkét oldalt integralva
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adédik, azaz y(z) = arctan (arsinhz 4+ V1 + 22 + C). A kezdeti feltételbél

C =tany(0) —arsinh0 — 1402 =-1-1=-2.
. Oldja meg a 42® — 62y + (=322 + 2y)y’ = 0 differenciglegyenletet y(1) = —1 kezdeti feltétel mellett.
Megoldds. Az egyenlet P(x,y) + Q(x,y)y’ = 0 alakt, P(x,y) = 42° — 62y, Q(x,y) = —3x2 + 2y,
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tehat egzakt. Egy potencialfiiggvény
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az altalanos megoldas implicit alakban u(z,y(z)) = C, explicit alakban
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a kezdeti feltétel alapjan C' = 5 és a két elGjel koziil a negativ adja a megfelel6 agat.
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