Matematika szigorlat G — 2026. januar 29.
Elmélet (10 x 3 = 30 pont)

1.

10.

Fejezze ki az a + bi komplex szam trigonometrikus alakjat a és b segitségével, ha a < 0, b € R.
Megoldds. r(cos ¢ + ip), ahol r = Va? + b2, ¢ = 7 + arctan 2.

. Mondja ki a Bolzano-tételt.

Megoldds. Ha f : [a,b] — R folytonos figgvény, akkor minden y € [f(a), f(b)]-hez létezik = € [a,b], amire
flx)=y.

. Hogyan jellemezhets egy egyszer differencidlhaté fliggvény konvexitdsa az els6 derivalt segitségével?

Megoldds. Egy f : (a,b) — R differencidlhaté fliggvény pontosan akkor konvex, ha f’ monoton né.

. Mit értink egy hatvanysor konvergenciasugara alatt? Adjon példat olyan hatvanysorra, amelynek a kon-

vergenciasugara 1 és az x = 1 és © = 3 pontokban is konvergens.

Megoldds. Egy x¢ kozépponti hatvianysor konvergenciasugara R, ha |z — 29| < R esetén konvergens, |z —
xo| > R esetén divergens. A feltétel szerinti hatvinysornak csak zo = 2 lehet a kozéppontja, és ilyen 1étezik
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. Mikor van az Ax = b linedris egyenletrendszernek 0, 1 illetve végtelen sok megoldasa? Adjon feltételt az

egyutthatomatrix és a kib6vitett matrix rangja segitségével.

Megoldas. Akkor létezik megoldds, ha az egyiitthatomatrix és a kibdvitett matrix rangja megegyezik. A
megoldas akkor egyértelmii, ha ez a kézos rang megegyezik az ismeretlenek szaméval.

. Adjon elégséges feltételt arra, hogy az f(x,y) kétszer differencidlhatéd kétvaltozds fliggvénynek az (xq,yo)

pontban lokélis szélséértéke legyen.
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Megoldds. Ha f,(wo,y0) = f,,(z0,y0) = 0 és |7, . > 0, akkor az (xg,yo) pontban lokalis
’ :vy(xO»yO) fyy(x07y0>
széls6érték van.

Hogyan lehet kiszdmitani az r : [a,b] — R3 folytonosan differencidlhaté fiiggvénnyel megadott térgorbe
ivhosszat?

b
Megoldds. / |#(¢)| dt.
a

. Mondja ki a vonalmenti integralra vonatkozé Newton-Leibniz-tételt.

Megoldds. Ha v (skalar-)potencidlos vektormezd, egy potencidlja u, és r : [a,b] — R3 térgorbe, akkor v
integralja a gorbe mentén u(r(b)) — u(r(a)).

. Mondja ki a Cauchy—Peano-féle egzisztenciatételt.

Megoldds. Ha D CR x R™ és f : D — R™ folytonos, akkor az y’ = f(x,y) differencidlegyenletnek barmely
(x0,¥0) € D esetén létezik az y(xg) = yo kezdeti feltételt kielégitd lokélis megoldésa.

Mit értiink egzakt differencidlegyenlet alatt?

Megoldds. Egy P(z,y) + Q(z,y)y’ = 0 alaki differencidlegyenlet egzakt D C R2-en, ha létezik u : D — R,
amire P(z,y) = %u(m,y) és Q(x,y) = a%u(x,y) teljesiil. (Lokdlisan ezzel ekvivalens: P, = Q)



Feladatok (7 x 10 = 70 pont)

1. Szamitsa ki az alabbi sorozatok hatarértékét.
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2. Szamitsa ki az alabbi integralt.
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Megoldas. €* =t, x =Int, de = %dt helyettesitést alkalmazunk:
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Megoldds. Ha |x| < 1, akkor
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A keresett numerikus sor z = % helyettesitéssel adédik:
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4. Hatarozza meg az

5 —lz| hazel[-n/2,7/2]
@)= {0 ha x € [—m, —7/2] vagy x € [7/2, 7]

fliggvény 27 szerint periodikus kiterjesztésének Fourier-sorat.

Megoldds. f paros, emiatt a sin(nz) tagok eltlinnek. A megmaradé egyiitthatokat a kovetkezd integralokbél
kapjuk:
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A Fourier-sor tehat
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5. Hol van a témegkozéppontja az 22 +y? + 22 = 1 egyenletii feliilet 2 > 0, y > 0 egyenlétlenségek &ltal kijelolt
darabjanak?

Megoldds. Az alakzat egy gombfeliilet darabja, a szokdsos paraméterezés r(, ¢) = sin ¥ cos pi+sin 9 sin pj+
cos ¥k, a paramétertartomény ¥ € [0, 7], ¢ € [0,7/2], a normélvektor abszolitértéke

or Or

2 X0l = |(cos ¥ cos pi+ cos ¥ sin ¢j —sin k) X (— sin 9 sin pi+sin J cos pj)| = |sin(I)r(J, )| = sin 9.
¥

A sziikséges integralok
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6. Integralja az u(zr,y, z) = 231 + 29%j + 2%k vektormez6t az origd kézépponti 2 sugari gémbfeliileten kifelé

mutaté irdnyitas mellett.
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Megoldds. A vektormez6t zart feliilleten integréljuk, alkalmazhatjuk a Gauss—Osztrogradszkij-tételt.

divu(z,y, 2) = 32 4 22y + 22 = 42 4 22y,



goémbi koordindtakat haszndlunk: r(r,d, ) = rsind cos i + sin ¥ sin ¢j + cos vk, a paramétertartomany
€[0,2], ¥ € [0,7], ¢ € [0,27], a Jacobi-determinans 72 sin 9. Az integral
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7. Hatdrozza meg az y" + 4y’ + 3y = e~3% differencidlegyenlet y(0) = 1, y/(0) = 0 kezdeti feltételt kielégitd
megoldasat.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén allandé egytitthatés lineéris, elészor a hozza tartozé homogén egyenletet
oldjuk meg. A karakterisztikus polinom A2 44X +3 = (A+3)(A+ 1), tehat a gyokok —3 és —1. A homogén
egyenlet altaldnos megoldasa Ae 3% + Be .
Az inhomogén tag polinomszor exponencialis, kiils§ rezonancia van, az inhomogén egyenlet egy megoldasat
kereshetjiik y(x) = Cre 3% alakban. A derivéltak

y'(z) = Ce % — 3Cze™3"

y'(x) = —6Ce 3" + 9Cwe 3,

az egyenletbe behelyettesitve

—6Ce™3" 4 9Cxe ™" 4+ 4(Ce 3% — 3C2e™3%) 4 3Cre ™" = —2Ce ™" =73

addédik. Ez akkor teljesiil minden z-re, ha C' = —%, tehat az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa és
derivaltja
1 .
y(z) = fizefzh + Ae™3% 4 Be™®
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y(x) = ——e™" + —ze " —34e > — Be™ ",
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a kezdeti feltétel alapjan
1=y(0)=A+1B
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Az egyenletrendszer megoldasa A = —%, B= %, a keresett megoldés y(z) = —%xe_ — e



