Matematika A3 els6 ZH B csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. oktéber 25.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha egy r: [0,1] — R? fiiggvény folytonosan differencialhaté, akkor rektifikalhatd is.

b) Barmely vektormezé rotaci6janak divergencidja 0.

c) Ha egy vektormez§ skaldrpotencidlos, akkor barmely zart irdnyitott feliileten 0 az in-
tegralja.

Megoldds. a) Igaz. Mivel r korldtos zart intervallumon folytonosan differencidlhaté, a
derivalt korlatos. Lattuk, hogy ha egy fliggvény differencidlhaté és a derivalt korlatos,
akkor a fiiggvény Lipschitz-folytonos. Végiil azt is lattuk, hogy korlatos intervallumon
értelmezett Lipschitz-folytonos paraméterezés rektifikalhato gorbét hataroz meg.

b) Igaz. Ez a Young-tételen milik, hiszen a rotécié szdmoldsanal pl. az utolsé komponens
x illetve y szerinti derivaltja keriil a masodik illetve elsé komponensbe, méghozza kii-
16nb6z6 eldjellel, tehat a divergencidban, ahol most y illetve x szerint derivalunk tjra,
kiejtik egymast.

c) Hamis. Ha létezik skalarpotencidl, akkor zart gorbéken lesz 0 az integral. (Zart feltile-
teken akkor lenne 0, ha vektorpotencial 1étezését tennénk fel.)

2. (4p) Bizonyitsa be az alabbi parcidlasi integraldsi szabalyt:
| Farad(a) - dr = f((®)a(r(t) — f(x(@)g(x(a) — [ garad(s)-dr.

ahol r : [a,b] — R3 a v gérbe egy folytonosan differencidlhaté paraméterezése, f és g pedig
skalarmezok.

Megoldads. Az egyik Leibniz-szabalybdl indulunk ki:
o(f9); , 9f9).  9fg),

grad(fg) = pe i+ oy j+ 5%
5‘9 Jg. 09 f f f

=f grad(g) + grad(f)g-

A Newton-Leibniz-tétel és az integral linearitdsa alapjan az el6z6 azonossag felhasznédlasaval
F)g(e(0) — Fr(@)g(e(a)) = [ arad(fg)-dr = [ gad(f)g-dr+ [ farad(g) -dr

adodik, ami a bizonyitandé egyenldség atrendezése.
3. (8p) Szamitsa ki az u(z,y, z) = (=322 —222°+2y2°%)i+ (4dwy2?)j+ (—2® — 32222+ 62y?2% )k
vektormezé integraljat az

r(t) = (2 +t2—t— 13_)) i+ 1\—/—t(12—t3t)‘] + (cos(mt) — 1) k

gorbe mentén a t = 0 és t = 1 paraméterértékek kozotti darabon.

Megoldds. A vektormezé az egész téren értelmes és folytonosan differencidlhato,

Ou, Ouy )\, ou, Ou,)\ . ou,  Ouy
rotu(, y, 2) = oy 0z 't 0z  Ox I+ dr Oy k
= (12:1:y22 — 12xyz2> i+ ((—31‘2 — 6x2% + 6y°2%) — (—32% — 622 + 6y222)>j
+ (4yz3 — 4yz3> k =0,




tehét létezik (skalar)potencidlja. Egy potencial:

z Y T
flay ) = [ ey, Odc+ [ uen.0)dy+ [ un(€0,0)dg
= (=22 — 222° + 22y%2°) + 04+ 0 = —2%2 — 2%2° + 229%2°.

A Newton-Leibniz-tétel alapjan az integral kiszamitasahoz a gorbe végpontjain kell a po-
tencidlt kiértékelni:

r(l)=i—j—2k f(1,-1,-2) = —6

r(0) =0 £(0,0,0) =0,
tehat az integral értéke —6 — 0 = —6.

. (8p) Hol van a tomegkdzéppontja annak a vékony, homogén tomegeloszlasi drétnak, amely-
nek alakjat a r(t) = costi + sintj + cosh tk gorbe —m < ¢t < 7 darabja irja le.

Megoldas.
[£(t)| = |—sinti + costj + sinh tk|

= \/sin2 t + cos?t + sinh® ¢

=/ cosh? ¢

= cosht.

A tomegkozéppont koordinatainak meghatarozasahoz a koordinatafiiggvények gérbementi
integraljait kell elosztani az ivhosszal. A masodik koordinatanal az integrandus péaratlan,
tehat az integral 0. Marad harom integral:

/7T coshtdt = [sinh¢]” = 2sinhm

™ 1 1
/ costcoshtdt = {2 sintcosht + 3 cos t sinh t} = —sinh 7

-1 -

™

™ t 1 1
2 _ v T _ T
/_7r cosh”tdt = {2 + 4smh2t] = T+ 5 sinh 27,

tehat a tomegkozéppont helye:

1, 7+ isinh2r
2 2sinh

. (8p) Mekkora a felszine az r(u,v) = wui + vj + uvk felillet 1 < w? +0v* < 4, v > 0
paramétertartomanynak megfelelé darabjanak?

Megoldas.
or Or . . . .
0 = 90l = |(i+vk) x (j+ uk)| = |—vi —uj + k| = V1 4+ u? + 02
u v

A felszin szamitasakor kapott kettds integralban érdemes polarkoordindtakra attérni: u =
7 Ccos ¢, v = rsin ¢, ezzel

_ V/ 21 2
A //1§u2+v2§4 1+wu? +v?dudy

v>0

2 T
:/ / VIt r2rdédr
1 0

:W[W]::g(m_m).



6. (8p) Integralja az u(z,y,z) = xi + yj vektormezbt az origd kézépponti, z = 0 sikba es6
R sugaru kozépkori, r sugari kor keresztmetszet(i toruszfelilet « > 0 darabjan kifelé (a
kozépkortdl tdvolodd irdnyba) mutaté irdnyitas mellett.

Megoldds. Hasznaljuk a toruszfeliilet szokdsos paraméterezését:
r(J, ) = (R4 rsind) cos pi + (R + rsin ) sin pj + r cos Uk,

a megadott darabnak megfelelé paramétertartomany (9, ) € [0,27] x [—7/2,7/2]. Ekkor
a parcialis derivaltak vektorialis szorzata

8r or

ErRe 90 = (r cos ¥ cos pi + 7 cos ¥ sin j — 7 sin Vk)

X (—(R+ rsind) sin pi + (R + rsind) cos ¢j)
= r(R + rsind)(sin v cos pi + sin ¥ sin j + cos k).

A vektormezo a feliileten kiértékelve
u(r(d,¢)) = (R4 rsind) cos pi + (R + rsin ) sin ¢j,
tehat az integral

71‘/2 2 ar ar
/u -dA = _ﬂ/2/ u(r(vd,p)) <819 X 8) ddde

w/2 2w

/ / r(R + rsind)?sin 9 dd dy
—7/2

2
= 7’7r/ (R2 sin ¥ + 2Rr sin? 9 + r? sin® 19) = 2 Rr?.
0

7. (8p) Gauss-tétel segitségével szdmitsa ki a v(x,y, 2) = 23i+1%j+ 2%k vektormez6 integraljit

az 2 + y? + 22 = 9 egyenletii feliileten befelé mutaté irdnyitds mellett.

Megoldds. A megadott S iranyitott felillet megforditott iranyitassal az origd kozépponti
R = 3 sugaru tomor G gomb pereme, tehat hasznalhaté a Gauss-tétel. Ehhez v divergen-
ciajat kell ismerni:

divv(z,y, z) = 32% + 3y* + 322
Hasznéljunk gombi koordinatékat:
r(r,d, ) = r(sin v cos i + sin 9 sin pj + cos vk),

a paramétertartomany (r, 9, p) = [0, R] x [0, 7] x [0, 27], a Jacobi-determinans r?sin . Az
integrandus div v(r(r, 9, ¢)) = 3r%. Tehat a keresett integral

/V-dA:—/ v-dA
S G

_ —/ divvdV

2
:—/// 3r? - r?sin ¥ dp dd dr

= —67r/ T dr/ sin 9 dd
0 0
127 29167




