Matematika A3 masodik ZH B csoport
Energetika és Mechatronika BSc szakok 2016. november 22.

A feladatok megoldasara 90 perc all rendelkezésre.

1. (3x2p) Déntse el, hogy az aldbbi allitasok koziil melyik igaz, melyik hamis.

a) Ha f: R? — R folytonos, akkor az v = f(x,y), y(x¢) = yo kezdetiérték-probléméanak
barmely (zg,y0) € R? esetén egyértelmii a lokdlis megolddsa.

b) Ha f : R? — R analitikus, akkor az ¢/ = f(z,y) differencidlegyenlet megoldasai anali-
tikusak.

¢) Egy inhomogén linedris differencidlegyenlet két megoldasanak kilonbsége a hozza tar-
tozd homogén egyenletnek megoldasa.

Megoldas.

a) Hamis. A jobboldal folytonossagabdl csak a megoldas létezése kovetkezik, az egyértel-

miiség nem. Példaul az y' = 2\/@ egyenletnek végtelen sok olyan megoldasa van, ami
az y(0) = 0 kezdeti feltételt kielégiti.

b) Igaz. Ezt hasznéljuk fel akkor, amikor a megoldést hatvanysor alakban keresstk.

c¢) Igaz. Ez az alapja annak, hogy az inhomogén linearis egyenleteket tigy oldjuk meg, hogy
megkeressiik a homogén egyenlet dltalanos megoldasat és az inhomogén egyenletnek egy
megoldasat. A ketto Osszege az inhomogén egyenlet dltalanos megoldésa.

2. (4p) Bizonyitsa be, hogy ha f : R — R Lipschitz-folytonos, akkor az y' = f(y) differencial-

egyenletnek minden (nyilt intervallumon értelmezett) megolddsa vagy szigoriian monoton
az egész értelmezési tartomanyan vagy konstans.
Megoldas. Tegyiik fel, hogy az y(z) megoldas nem szigortian monoton. Mivel y(z) folyto-
nosan differencialhatd, ebbdl kovetkezik, hogy léteznek olyan x1,xs pontok, amire y'(z;)
és ' (x9) killonbozd eléjeld, és igy a ketté kozott egy olyan xy pont, ahol y'(zg) = 0
(Bolzano-tétel). Legyen yo = y(xo). Ekkor az y(x) = yo konstans fiiggvény megoldja
a differencidlegyenletet y(zo) = yo kezdeti feltétel mellett, tehdat a Picard-Lindelof-tétel
szerint megegyezik az y(x) megoldéssal.

3. (8p) Hatarozza meg az y' = —2zy differencidlegyenlet y(0) = 1 kezdeti feltételt kielégité
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Megoldds. A figgvénysorozat nulladik tagja po(z) = 1, a tovabbi tagokat a
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Teljes indukcioval igazolhatjuk, hogy valoban ez a fiiggvénysorozat:
T k §2n
prra(e) = 1 [ (D30 (1) de

— 14+ Z )2 / €2+ ¢

2 $2n+2
_ _ n+1
=1 Z( nl2n + 2

41 €T (n+1)
-1 K
+Z (n+1)!

A fiiggvények e~ 0 korili Taylor-soranak a részletosszegei, a hatarérték e " (A Picard-
Lindelof-tétel bizonyitasanal elhangzottakbdl is kovetkezik, hogy a sorozat az egyértelmii
lokélis megoldashoz konvergal z = 0 kozelében.)

) differencidlegyenletet y(0) = 0, ¢'(0) = 1 kezdeti

. (8p) Oldja meg az y" = ¢/ (
feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenletben nem szerepel y, tehat v = ¢ helyettesitéssel eggyel kisebb rendii
differencialegyenlethet jutunk. Az igy kapott egyenlet szétvalaszthato:

v 2x

> = e + tanh .

Integraljuk mindkét oldalt 0-tél x-ig (a valtozdt el6zetesen pl. &-re cserélve):

In = /I ( 2652 —|—tanh§> d¢ = In(1 + 2°) + In cosh ,

tehat v(0) = /(0) = 1 figyelembevételével ¢/ (z) = v(z) = (1 + 2?)coshx. Az eredeti
egyenlet megoldasat ennek integralasaval kapjuk:

0) +/ v(€)d¢é = —2z cosh(x) + 3sinh(x) + 2 sinh z.
0
. (8p) Oldja meg az y + (ye* — 1)y’ = 0 differencidlegyenletet y(0) = —2 kezdeti feltétel

mellett.

Megoldds. Az egyenlet P(x,y)+ Q(z,y)y’ = 0 alakd, ahol P(z,y) =y és Q(x,y) = ye© — 1.
Nem egzakt, viszont létezik csak x-t6l fiiggé multiplikator:
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In|M(z)| = %dx = / e gel dy = /(—1)dy = —ux,
tehdt M(x) = e *. Eszerint az ye * + (y — e ")y’ = 0 egyenlet mar egzakt. Egy potencial
2
u(z,y) /Odf—i—/ dn—E—yez.

Az altaldnos megoldas implicit alakban wu(z,y(z)) = C, ahol C' paraméter (ebbdl y(x)
kifejezhetd). A kezdeti feltétel alapjan C' = u(0,y(0)) = u(0, —2) = 4.



6. (8p) Az

Y1 = 1 cos(y2)

Yo = —yasin(y1) —
differencidlegyenlet-rendszer y(0) = (0, 0) kezdeti feltételt kielégité megoldédsa y(z) = (0, 0).
Hatarozza meg a megoldas kezdeti feltétel szerinti derivaltjat.

Megoldds. A derivaltmatrix kielégiti a D’ = A(x)D differencidlegyenletet és a D(0) = I
kezdeti feltételt, ahol A(x) az egyenletek jobb oldalainak y; illetve y, szerinti derivéltjait
tartalmazza a megadott megoldas mentén:
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D(z) oszlopai ugyanannak a linedris egyenletrendszernek megoldésai, de kiillonb6zé kezdeti
feltétellel, tehat érdemes az altalanos megoldast megkeresni. Az egyenletrendszer
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az els6 egyenlet dltalanos megoldédsa Dy;(x) = Cie”, ezt a masodikba irva

adddik, ebbél integraldssal Dy;(z) = —Cre® + Cs.

Eddig azt lattuk be, hogy (D1;(x), Da;(x)) = (Cre®, —Cre®+Cy), ahol Cy, Cy € R. A kezdeti
feltétel alapjan az ¢+ = 1 komponenseknél C; = 1, Cy = —1, mig az ¢ = 2 komponenseknél
C1 =0, Cy = 1. Behelyettesitve kapjuk a derivaltmatrixot:
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7. (8p) Oldja meg az y + ytanh z = 1 differencidlegyenletet y(0) = 1 kezdeti feltétel mellett.

Megoldds. Az egyenlet inhomogén linearis, el0szor a homogén egyenletet oldjuk meg. Ez
szétvalaszthato:
1
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ahol ¢(z) = coshx, tehat c¢(x) = C + sinhz. Igy az 4ltalanos megoldds y(x) = tanhx +
C——. A kezdeti feltétel alapjan C' = y(0) = 1.

coshz”

Az inhomogén egyenlet megolddsa az dllanddk varidlasdanak moédszere szerint y(x) = c(z)




