Ez az itmutato a képletgyiijtemény tabldzataihoz nyujt részletes magyarazatot. A képlet-
gyljteménynek nem célja, hogy az elméleti tudést helyettesitse, minddssze egy emlékeztetd,
ami segiti az el6adasok és gyakorlatok sordn megismert Osszefliggések egy részének fe-
lidézését. Ennek megfelel6en — és a tomorség kedvéért — a formuldk pontos értelmezését
és az érvényesség feltételeit nem tiinteti fel. Az eredményes hasznalathoz nélkiillézhetetlen
ismeretek egy részét ez az utmutato foglalja Gssze.

Trigonometrikus fiiggvények azonossagai

2r=1

sin z + cos
sin(z £ y) =sinz cosy + cosxsiny
cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny

sin 2x = 2sinx cosx

cos 2z = cos® x — sin’ x

tan x £ tan
tan(x +y) = _anrErany.
1 Ftanztany
sinx+siny:2sinx+ycosx;y
x T —
cosx + cosy = 2cos ;—ycos 5 Y

1
sinzsiny = —3 [cos(z + y) — cos(z — )]
1
sinx cosy = B [sin(z + y) + sin(z — y)]

1
COsTCOSY = 3 [cos(z + y) + cos(z — y)]

eix 4 e—ia:

COSxT = #
. el _ it
SINT = T

A sin és cos fliggvények a teljes R (vagy C) halmazon értelmezettek, a felsorolt azonossiagok
minden x, y argumentumra érvényesek. A tanx = ig;i fiiggvény akkor értelmes, ha cos x #
0, azaz © € C\ {km + 7/2|k € Z}. A tangensre vonatkoz6 addiciés képlet mindaddig
érvényes, amig minden szereplé argumentum (x,y és = + y illetve x — y) benne van az
értelmezési tartomanyban. Az e alapu exponencidlis fliggvényt Taylor-sora segitségével

terjesztjiik ki komplex szamokra, az utols6é két azonossag ezen kiterjesztéssel értendo.




Hiperbolikus fiiggvények azonossagai

cosh?z —sinh?z = 1
sinh 22 = 2 sinh z cosh x

cosh 22 = cosh? z + sinh?

e +e*
coshy = ———
2
T —x
. et —e
sinhz =
2

arsinh z = In (m +Vaz? + 1)
arcoshz = In (x +Va?— 1)

1.1
artanh x = an Tt

1—=x

1 1
arcothz = 3 In T

r—1

A sinh és cosh fliggvények a teljes R (vagy C) halmazon értelmezettek, a felsorolt azonossé-
gok minden z, y argumentumra érvényesek.

Az inverz hiperbolikus fiiggvényekre vonatkozd azonossiagokat ugy kell érteni, hogy ha
az egyik oldal értelmes, akkor a masik is, és az értékiik megegyezik. In az e alapd ex-
ponencidlis fliggvény mint valds fiiggvény inverzét jeloli, értelmezési tartomanya (0, c0).
arsinh értelmezési tartomanya R, arcosh értelmezési tartomanya [1, 00), artanh értelmezési
tartoméanya (—1, 1), arcoth értelmezési tartoménya (—oo, 1) U (1, 00).

Derivalasi szabalyok

(cf) =cf
(f+g) =f+4
f9) =fg+ fd

c € R tetszbleges, az egyenldségek tigy értenddk, hogy ha f és g differencidlhaté fiiggvények,
akkor cf, f £, fg, f/g (amennyiben g # 0) és f o g is differencidlhatdak, és a derivaltak
kozott a jelzett Osszefiiggések érvényesek. Az azonban el6fordulhat, hogy f vagy ¢ nem
differencidlhatod, viszont a bal oldalon all6 derivalt mégis 1étezik.



Fontosabb fiiggvények és derivaltjaik tablazata

(%) = az*t
(a®) = (Ina)a®
11
1 = — —
(log, 2) Inax
(sinz)’ = cosx
(cosz) = —sinx
1
(tanz) = e 1+ tan®x
1
(cotz) = ——5— = —1—cot’x
sin® x
1
(arcsinz) = —(arccos )’ = =
11—z
1
(arctanz) = —(arccot )’ = a2
(sinhz)" = coshz
(coshzx) = sinhx
1
(tanh z)’ = ol 1 — tanh®z
cosh”
1
(cothz) = s 1 — coth?z
1
(arsinhz) =
2 +1
, 1
(arcoshz)’ =
x?—1
, 1
(artanh x)’ = T3
-z
(arcothz)’ = !
11— a2

Ahol létezik a megadott fliggvény derivaltja, ott megegyezik a jobb oldalon 4ll6 kifejezéssel,
de a jobb oldalon &all6 formulak értelmesek lehetnek bévebb halmazon is.

a € R tetszoleges, @ értelmezett a (0,00) intervallumon, ha « egész, akkor a (—o0,0)
intervallumon is, ha « pozitiv egész, akkor az egész szamegyenesen, ha pozitiv, akkor a
0 pontban is. A 0 pont kivételével az egész értelmezési tartoményon differencialhatd, ha
a > 1, akkor a 0 pontban is.

a > 0 tetszoleges, az a alapt exponencialis fliggvény az egész szamegyenesen értelmes és
differencialhat6 is, inverze (log,) a (0,00) intervallumon értelmes.

A sin és cos trigonometrikus fiiggvények az egész szamegyenesen értelmezettek és differen-
cidlhatéak is, tan értelmezési tartomanya R\ {kw+m/2|k € Z}, cot értelmezési tartomanya
R\ {kr|k € Z}. arcsinz és arccos értelmezési tartomanya [—1,1], a (—1, 1) intervallumon
differencidlhatéak. arctan és arccot az egész szdmegyenesen értelmezett és differencidlhaté.
A sinh és cosh hiperbolikus fliggvények az egész szamegyenesen értelmezettek és differ-
encidlhatéak is, tanh értelmezési tartoménya R, coth értelmezési tartoménya R \ {0}.
arsinh x értelmezési tartomanya R és mindenhol differencidlhatd, arcosh értelmezési tar-
tomdanya az [1, 00) intervallum, az (1, o) intervallumon differencidlhaté. artanh értelmezési



tartoménya (—1, 1), arcoth értelmezési tartomanya (—oo, —1) U (1, 00), mindkett6 a teljes
értelmezési tartomanyan differencialhaté.

Integralasi szabalyok

/cf(x)dx = c/f(x)d;p
/(f(x):l:g(m da:z/fxdx:l:/ga:dx

/f (az + b)d f—f(aa:—i—b)—i—C

fa+1

[r@r@a={ar1 "¢ @77
n|f(x) +C (a=-1)

[ fa)g @)z = f@yg@) - [ Fwg

a,b,c,a € R, a# 0. Ha f és g integralhatdak, akkor cf és f+ g is és a primitiv fiiggvények
kozott az elsé két egyenlet szerinti Osszefiiggés érvényes.
A tovabbi egyenletekben f és g differencialhatd. A negyedik egyenletben o € Z vagy f > 0.

Specialis helyettesitések

T . 2t
t:tang smx:m
dx 2 1—t2
a1+ S R
u = tanh% sinhx = %uuz
dx 2 1+ u?
- 1-u cosh:czil_u2

Ezen helyettesitésekkel R(cos z,sin x) illetve R(cosh x,sinh x) alaku fiiggvények hatérozat-
lan integraljat lehet visszavezetni racionalis tortfiiggvény hatarozatlan integraljara, ha R
raciondlis tortfiiggvény, azaz (kétvaltozos) polinomok hényadosa.



Maclaurin-sorok

v _q r 2 23 z"
TR TR
2 4 6 2n
x T T n T
cosa:—l—2' 1—54—.. + (-1) (2n)'+”
3 5 7 2n—1
T T x et T
81nx—x—§+§_?+...+(_1) m+
h 1+x2+m4+x6+ + o +
cosnx = —_— —_— —_— .
2! 6! (2n)!
. +x3+x5+x7+ . p2n—1 N
simhr=o+>"+=" + " ... 4~ 4...
3! 7! (2n —1)!
1
I R N/ B N L R B
—x
-1
(1+x)a=1+aa:+a(a2)l‘2+---+<a>x”+~-
n

Az exp, cos, sin, cosh és sinh fiiggvények az egész R (C) halmazon analitikusak, tehat
barmely pontbeli Taylor—soruk mindenhol konvergens és eldéllitja a fiiggvényt.

Az 1+x+22+2%+- - mértani sor konvergenciatartoméanya (—1, 1), ott dsszege (1 —x)~L.
Az 1+ az + (5)x* + -+ binomialis sor a (—1,1) intervallumon barmely a € R mellett
konvergens, ha « nemnegativ egész, akkor csak véges sok tag kiilonbozik nullatél, tehat
mindenhol konvergens. Az sszegfiiggvény a konvergenciatartomanyon (1 + )¢, kivéve az
a =0, x = —1 értéket, ahol ez a formula nem értelmes, de a sor konvergens, Osszege 1.

Egyéb Osszefiiggések

n
(1+ ac)" >1+nx det A = Z(—l)i+jaij det Aij
a\ ala—1)---(a—n+1)
n n!
n ar+ax+---+ap a?+a3+---+a?
< Yaiaz---ap < S\/
S ;

Az (1 4+ z)™ > 1 4 na Bernoulli-egyenl6tlenség minden = > —1 és n € N szamra igaz.
A kifejtési tételben A n x n méretll métrix, a;; az ¢. sor j. eleme, A;; az i. sor és j.
oszlop elhagyasa utdn megmaradoé részmatrix. A binomialis egylitthatd ezen kiterjesztése
minden o € R és nemnegativ egész n mellett értelmes. A harmonikus, mértani, szamtani
és négyzetes kozepek mindegyike értelmezett n tetszoleges pozitiv aq,as,...,a, sziamra

(n > 1 egész), és kozottiik a jelzett egyenlétlenségek allnak fenn. Az egyenldség feltétele
al =az = -+ = ap.



Vektoranalizis

gradf = a7]['1 + gj + 87fk Ox Oy 0z
ox oy 0z Du= |9 9duy Ouy
| oz Jy 0z
divu = Ouy % ou, Ou, Our Ouy
= or ay 0z ox Jy Oz
i j k
ou ou ou ou ou ou
o) 0 0 z Y\ . x Z 0\ . y x
tu= |2 £ L= - — — — k
rotu Ox Oy 0z <8y 82)1+(82 8:6)‘]+<8x ay)
Up Uy Uy

Legyen E haromdimenziés irdnyitott euklideszi tér, f : F — R és u : E — FE differ-
encidlhatéak (ekkor az el6bbinek létezik gradiense, az utébbinak divergencidja, rotacidja
és derivaltleképezése). Valasszunk i, j, k paronként ortogonalis, egységnyi hosszi és ebben
a sorrendben jobbrendszert alkoté vektorokat (ez szitkségképpen bézis). Ekkor barmely
skaldrmez6 megadhaté egy haromvaltozds fiiggvénnyel, amihez az (z,y, z) — i+ yj+ zk
leképezéssel valé kompoziciéval jutunk. Hasonléan egy vektormezé megadhaté kompo-
nensfliggvényei segitségével u = u,i + uyj + u.k médon. Ezen azonositdsok mellett a
tablazat formuldi azt mutatjdk meg, hogy a gradiens (E — FE), divergencia (E — R),
rotaci6 (E — E) és derivaltleképezés (E — Hom(F, E)) hogyan szamithaté ki a szere-
pl6 (komponens-)fiiggvények parcidlis derivéltjai segitségével. A derivaltleképezés matrix
alakja az i, j, k bazisban kifejtve értendd, a vektorok komponenseit oszlopmatrixba ren-
dezve. A jelolés tomorsége kedvéért az argumentumok (mindenhol z, y, z) nincsenek feltiin-
tetve.

Fourier-sorok

o0
2
aop + Z (an cos 7;?30 + by, sin

2wnx>
=1

— o
ag = T/o f(x)dz
2mnx

2 T
an:T/O f(z) cos T dz

by, = ;/{)Tf(x)sin

2
andx

Ha az f fiiggvény T szerint periodikus és a [0,7] intervallumon integrélhat6, akkor az
ag, an, by (n > 1 egész) egyiitthatokat a megadott integralokkal szamithatjuk ki. Az inte-
graldsi tartomany az integrandus periodikussidga miatt tetszolegesen eltolhatd. Az egyiit-
thatékbdl a fenti médon képzett trigonometrikus sor f Fourier-sora.



Laplace-transzformaci6 és konvolacié, néhany gyakran el6for-
dulé fiiggvény Laplace-transzformaltja

1
1 _
¥4
n!
" Zn—f—l
eOéI 1
Z—Q
¥4
cosbx m
. b
sin bx m
z
hb
cosn ox 22 — b2
b
inh b
sin ox 22 b2

Legyen f : [0,00) — R lokalisan integralhaté fiiggvény. f Laplace-transzformaltja Lf :
D — C a tablazatban lathat6 integrallal adott fliggvény, D C C azon komplex szdmok
halmaza, amire az integral konvergens.

A konvolici6 ezen definicidja f,g : [0,00) — R fiiggvényekre értendd, amennyiben az
integral 1étezik.

a,b € R tetszéleges. Azon z € C pontokban, ahol a bal oldalon lathaté fiiggvény Laplace-
transzformaltja létezik, ott megegyezik a jobb oldalon all6 kifejezéssel, de a jobb oldali
kifejezés bovebb halmazon értelmes.



Integralas

/de—/ Fe(@)[E(t)]d
/u<h—/1mw»¢wa
= ff ewon |

//Su~dA=//Du<r<u,v>>- (>
///Vfdvz///Df(r(u,v,w) Or 08 OF | 4ududu

Agmdfdr=f@®»—f@WD

Oou 0v Ow
//rotu-dA: u-dr
S oS

///VdiV“dVZ//avu'dA
//6vfgradg'dA:///V(fﬁg-i-gradf.gradg)dv
///V(fﬂg—gﬁf)dv://av(fgradg—ggradf).dA

A szerepl6 alakzatok minden esetben egy E haromdimenziés irdnyitott euklideszi tér

dudv

részhalmazai.

C irdnyitott gorbe, az elsé kett6 és a hatodik egyenletbenr : [a, b] — E a gorbe egy differen-
cialhat6é paraméterezése. S iranyitott felilletdarab, a harmadik és negyedik egyenletekben
r: D — E ennek egy differencidlhaté paraméterezése, D C R? korldtos nyilt. V a tér egy
darabja, az 6t6dik egyenletben r : D — E ennek egy differencidlhaté paraméterezése, D C
R3 korldtos nyilt. f folytonos skaldrmezd, u folytonos vektormezd, amelynek értelmezési
tartoméanya tartalmazza az alakzatot. Skalarmezo integralja irdnyitas nélkiil is értelmes.
Az integralatalakité tételekben és a Green-tételekben O az alakzat peremét jelenti az in-
dukalt irdanyitassal (az S irdnyitott feliletdarab pereme a jobbkéz-szabély szerint, a tér V
korlatos tartoményanak peremén kifelé mutat), f folytonosan differencialhaté skaldrmezo,
u folytonosan differencialhat6 vektormezé. A Green-tételekben f és g kétszer folytonosan
differencialhaté.



Vektoranalizis azonossagok

rotgrad f =0
divrotu =0
gradcf = cgrad f
divcu = cdivu
rot cu = crotu
grad(f +g
diviu £ v) =diva £ divv

=grad f £ grad g

rot(u+v) =rotu+rotv

grad(fg) = (grad f)g + feradg
rot(fu) = (grad f) x u+ frotu
grad(u-v) = Du(v) + Dv(u) + u X rot v+ v X rotu
rot(u x v) = Du(v) — Dv(u) + (divv) -u — (divu) - v

)
) =
) =
) = )
div(fu) = (grad f) -u+ fdivu
) )
)
v)
v) =

div(u x (rotu) - v —u- (rotv)

Az elsé két azonossig kétszer folytonosan differencidlhaté f skaldrmezére és u vektorme-

z6re vonatkozik.

A tovibbiakndl ¢ € R tetszéleges. Ha f, g differencidlhaté skaldrmezok, u, v differencial-
haté vektormezdk, akkor a bal oldalon 4ll6 derivaltak is 1éteznek és értékiik megegyezik a
jobb oldallal. Az egyvaltozos derivalasi szabalyokhoz hasonléan itt is eléfordulhat, hogy a
jobb oldal nem értelmezett, de a bal oldal igen.

Laplace-transzformacié tulajdonsagai

h(z) (Lh)(2)

" f(x) (—)™(Lf) (=)

e f () (Lf)(z - )

() Z(Lf)(2) = 2" H(0) = 22 f(0) — - — £ D(0)

(f *g)(x) Lf)(z

n € N, a € R tetszéleges. A bal oldalon all6 fliiggvények Laplace-transzforméltjainak
értelmezési tartomanya nem mindig azonos a jobb oldalon &all6 (z-t6l fiiggd) kifejezés
értelmezési tartomanyaval, de ahol mindkettd értelmes, ott az értékitk megegyezik.

Egyvaltozés multiplikator

P(x,y) + Q(x,y)y =0



OP(zy) _ 0Q(z,y)

ln]M(x)]:/ ‘9yQ(x’y>3f dz

0Q(zy) _ 9P(zy)

n|21(y)] = [ )

A P(z,y)+Q(z,y)y" = 0 differencidlegyenlet fliggetlen valtozdja x, az ismeretlen fiiggvény
y, ennek és derivaltjanak argumentumat (x) a szokdsos médon nem tiinteti fel a jelolés.
A P és @ kétvaltozoés fliggvényekrdl feltessziik, hogy folytonosan differencidlhatoéak.

Ha a képletben szerepl6 integrandus csak az x illetve y valtozotdl fugg, akkor létezik
csak z-t6l illetve csak y-t6l fiiggd multiplikator (M (x) illetve M (y)), amit a megadott
integralokkal lehet meghatérozni. Ekkor az M (x)P(x,y) + M(z)Q(x,y)y = 0 illetve az
M(y)P(xz,y) + M(y)Q(z,y)y" = 0 differencidlegyenlet egzakt.
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